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Resumo 
 
 
A presente investigação teve como principal objectivo identificar e 
compreender as dificuldades que os alunos de MACS sentem nos 
conteúdos relacionados com a probabilidade condicionada e descrevê-las, 
quando estes são ensinados com recurso a Applets, a partir das seguintes 
questões de investigação:  
1) Que dificuldades sentem os alunos de MACS na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada? 
2) Que procedimentos apresentam os alunos de MACS na resolução de 
problemas que envolvem o significado de probabilidade condicionada, 
com recurso a Applets? 
3) Que aplicação fazem os alunos de MACS do Teorema de Bayes?  
O estudo adoptou uma metodologia de investigação de natureza 
qualitativa na modalidade de estudo de caso e nele participaram os alunos 
de uma turma do 11º ano do curso de línguas e humanidades, de uma 
escola secundária.  
A recolha dos dados foi concretizada durante a implementação da 
sequência didáctica dos subtemas relacionados com probabilidade 
condicionada e incluía a utilização de Applets. Esses dados foram 
complementados com a realização de entrevista a alguns alunos da turma. 
Quanto às dificuldades apresentadas, os resultados obtidos corroboram a 
ideia referida pela literatura de que o conceito de probabilidade 
condicionada é difícil para os alunos. No entanto, os mesmos resultados 
sugerem que a utilização dos Applets proporcionou de forma eficaz a 
aplicação de alguns procedimentos, tais como o diagrama de árvore e a 
restrição do espaço amostral sempre que os dados são apresentados na 
forma de frequências absolutas e se conhece o espaço de resultados. Além 
disso, demonstra que os alunos fazem muito pouco uso do teorema de 
Bayes. 
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Abstract 
 
The present investigation had, as main target, to identify and understand the 
difficulties faced by students of Applied Mathematics (MACS) when they 
engage on the study of conditional probabilities; to describe them when this 
subject is taught using Applets; using the following questions: 
1) What difficulties do the students of applied mathematics (MACS) feel in 
solving problems of conditional probabilities? 
2) What are the procedures used by students of Applied Mathematics to solve 
problems of conditional probabilities with the Applets resource? 
3) What kind of application do these students do of Bayes Theorem?   
The study adopted a qualitative method of investigation, using the case study 
mode. The study was made with students from a 11th grade class (social and 
linguistic course) of a general secondary school. 
The data collection was taken during the teaching of a specific unit, related to 
conditional probabilities, which included the use of Applets. These first data 
were then complemented with interviews to some students of this class. 
As for the difficulties pointed out, the results confirm the idea conveyed by 
written studies that the concept of conditional probabilities is hard for students 
to acquire. Nevertheless the same results suggest that the use of Applets has 
successfully granted the application of a number of procedures such as the 
Tree Diagram and the restriction of sample space whenever the data are 
shown as absolute frequency forms and the result space is given. Moreover, it 
shows that the students make very little use of Bayes theorem.  
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Capítulo 1 
 
 
Introdução 
 
 
 
 Neste capítulo apresentam-se as razões que motivaram a realização desta investigação 
centrada no ensino da probabilidade condicionada e descreve-se os objectivos e as questões de 
investigação. Termina-se com a organização do presente estudo. 
 
1.1 Motivação e pertinência da investigação 
 
O conceito de probabilidade condicionada é muito importante para a estocástica por 
permitir incorporar mudanças no grau de crenças sobre os sucessos aleatórios à medida que é 
adquirida nova informação (Estrada, Díaz & de la Fuente, 2006). Além disso, o raciocínio 
condicionado também se aplica no quotidiano quando é necessário tomar decisões em situações 
de incerteza, no entanto, por vezes, “nas decisões e nos juízos probabilísticos da vida quotidiana 
deixamo-nos levar pela intuição que com frequência nos engana e cometemos falácias que não 
são corrigidas simplesmente com uma aprendizagem formal da probabilidade” (Batanero, 2006, 
p. 5). Desta forma, a sua compreensão e o cálculo da probabilidade condicionada e da 
probabilidade condicionada inversa torna-se fundamental nas aplicações estatísticas. 
Neste sentido, explica-se que este tema seja introduzido no ensino secundário no âmbito 
da Matemática. Dentro desta, encontra-se a disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais 
(MACS), destinada aos alunos do Curso Geral de Línguas e Humanidades e do Curso Tecnológico 
de Ordenamento do Território, que tem por finalidade “desempenhar um papel incontornável 
para os estudantes dos cursos referidos, contribuindo para uma abordagem tão completa quanto 
possível de situações reais, ao desenvolver a capacidade de formular e resolver matematicamente 
problemas e ao desenvolver a capacidade de comunicação de ideias matemáticas” (Ministério da 
Educação, 2001,p. 1).  
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No programa de MACS, a Estatística e as Probabilidades assumem um papel proeminente, 
reflectindo-se no exame nacional desta disciplina, com uma percentagem de cerca de cinquenta 
por cento. 
Assim que foi implementada esta disciplina, de imediato, me propus leccioná-la, apesar de 
estar consciente das dificuldades que iria enfrentar, pois alguns dos conteúdos não eram 
habituais no ensino em Portugal e também por este programa “se dirigir a um sector de 
estudantes que não têm sido suficientemente conquistados para a Matemática” (Ministério da 
Educação, 2001, p. 3). No entanto, foi nos conteúdos relacionados com a probabilidade 
condicionada que os alunos revelaram mais dificuldades. Estes conteúdos encontram-se inseridos 
no tema Modelos de Probabilidades, no qual se incluem: Probabilidade Condicionada, Árvores de 
Probabilidades, Acontecimentos Independentes, Probabilidade Total e Regra de Bayes.   
A leccionar esta disciplina há vários anos e apesar de ter reformulado as metodologias 
utilizadas, tenho vindo constantemente a deparar com este problema. De igual forma, tenho 
constatado que o significado de probabilidade condicionada não é de fácil apreensão, por parte 
dos alunos, tal como é referido na literatura (e.g. Díaz, 2009; Fischbein & Gazit, 1984; Tarr & 
Jones, 1997; Tarr & Lannin, 2005). 
As investigações relacionadas neste campo apontam no sentido da existência de intuições 
incorrectas, erros de raciocínio e de compreensão e erros de aplicação do conceito de 
probabilidade condicionada, concluindo que estes erros estão bastante enraizados e que o ensino 
formal é insuficiente para os superar, sendo necessário que se tenha consciência dessas 
dificuldades e se utilize as ferramentas adequadas para se abordar os problemas de probabilidade 
condicionada (Díaz, 2009). Além disso, as investigações de Gigerenzer e Hoffrage (1995), Estrada, 
Díaz e la Fuente (2006), entre outras, identificaram algumas dificuldades que os estudantes 
apresentam e os erros que cometem na resolução de problemas que envolvem o teorema de 
Bayes. No seu texto, Díaz e la Fuente (2007, p. 11) referem: “o Teorema de Bayes apresenta-se 
(…) como um objecto complexo, cuja compreensão envolve toda uma série de conceitos e 
propriedades prévias (…)”. As mesmas autoras acrescentam que para reduzir essas dificuldades é 
necessário um maior esforço no ensino da probabilidade.  
As tecnologias são ferramentas essenciais para o ensino e aprendizagem da Matemática, 
pois “proporcionam imagens visuais das ideias matemáticas” *além de que+ “os alunos podem 
concentrar-se nas decisões a tomar, no raciocínio e na resolução de problemas” (NCTM, 2008, p. 
26).  
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Actualmente, existem muitos recursos na internet relacionados com a probabilidade 
condicionada que permitem explorar experiências aleatórias. Esses recursos, Applets, podem ser 
utilizados para melhorar a intuição dos alunos e, consequentemente, superar alguns dos erros 
expressos pela literatura. Por outro lado, é necessário que os alunos tenham consciência das suas 
dificuldades e que sejam utilizadas as ferramentas adequadas (Contreras, 2009). 
Neste sentido, surgiu o interesse em desenvolver uma investigação nesta área, pois é 
inconcebível que um professor “não se questione sobre as razões subjacentes às suas decisões 
educativas, que não se questione perante o insucesso de alguns alunos”(Alarcão, 2001, p. 6). 
Além disso, de acordo com Godino (2008), as tarefas principais de um professor são planificar e 
implementar processos de estudo e valorizar a sua própria prática docente com o objectivo de 
favorecer a aprendizagem dos alunos. Ainda, segundo Ponte (2002), a investigação sobre a 
prática, tendo a comunidade profissional como principal referência, tem por objectivo ajudar a 
resolver problemas profissionais e permitir um maior conhecimento desses problemas.  
Verifica-se que, neste âmbito, poucas investigações se têm desenvolvido em Portugal, 
sendo escassos os trabalhos envolvendo experiência de aprendizagem. Desta forma, este estudo 
ganha também pertinência pela escassez de investigações num campo da didáctica da 
matemática pouco explorado. Além disso, espera-se contribuir para o aprofundamento do 
conhecimento disponível pelos professores de Matemática sobre o ensino e a aprendizagem da 
probabilidade condicionada, numa área pouco explorada, como seja a utilização de recurso a 
Applet de modo a suprimir intuições incorrectas e erros de compreensão e aplicação do conceito 
de probabilidade condicionada e de algumas das suas propriedades.  
 
1.2 Objectivos e questões de investigação 
 
A presente investigação será centralizada no subtema de Probabilidade Condicionada, do 
programa de MACS, que será leccionado com recurso a Applets disponíveis na internet. Estes 
serão utilizados quer para explorar o conceito de probabilidade condicionada e algumas das suas 
propriedades (probabilidade total e o teorema de Bayes) quer para resolver problemas que 
envolvam esse conceito.  
Além disso, tem como principal objectivo identificar e compreender as dificuldades que os 
alunos de MACS sentem nos conteúdos relacionados com a probabilidade condicionada e 
descrevê-las, quando estes são ensinados com recurso a Applets, ou seja: 
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 Analisar Applets que sejam potencialmente úteis no ensino da probabilidade 
condicionada; 
 Identificar e descrever as dificuldades que os alunos de MACS apresentam no 
conteúdo probabilidade condicionada; 
 Analisar os procedimentos apresentados pelos alunos de MACS na resolução de 
problemas que envolvem o significado de probabilidade condicionada.  
 
Neste sentido, pretende-se responder às seguintes questões: 
1) Que dificuldades sentem os alunos de MACS na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
2) Que procedimentos apresentam os alunos de MACS na resolução de problemas 
que envolvem o significado de probabilidade condicionada, com recurso a 
Applets? 
3) Que aplicação fazem os alunos de MACS do teorema de Bayes?  
 
1.3 Organização da investigação 
 
A presente investigação está organizada em seis capítulos. Neste primeiro capítulo 
explicita-se a motivação, baseada na minha experiência profissional, a pertinência do estudo, os 
objectivos e as questões de investigação do mesmo. No segundo capítulo apresenta-se uma 
síntese das ferramentas teóricas que compõem o enfoque ontosemiótico, o conceito institucional 
de probabilidade condicionada e algumas das suas propriedades, consideradas pertinentes para o 
estudo e termina-se com uma alusão às principais conclusões das investigações centradas na 
compreensão do conceito de probabilidade condicionada. O terceiro capítulo menciona a 
planificação de uma sequência didáctica e nele são descritos os recursos utilizados, Applets, e as 
tarefas propostas, assim como a sua finalidade. O quarto capítulo refere-se às opções 
metodológicas, à caracterização dos participantes, à descrição dos instrumentos de recolha de 
dados e à exposição da forma como os dados foram tratados. No quinto capítulo descreve-se os 
resultados obtidos durante a sequência didáctica e as entrevistas. O último capítulo aborda as 
principais conclusões do estudo e recomendações para futuras investigações.  
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Capítulo 2 
 
 
Enquadramento teórico do estudo 
 
 
Dada a natureza da investigação, optou-se pela escolha do enfoque ontosemiótico. Assim, na 
primeira secção, apresenta-se uma síntese das ferramentas teóricas que compõem o referido 
enfoque.  
Na segunda secção, de modo a alicerçar a investigação, apresentam-se o conceito 
institucional de probabilidade condicionada e algumas das suas propriedades, consideradas 
pertinentes para o estudo.  
Em seguida, é feita uma alusão às principais conclusões das investigações centradas na 
compreensão do conceito de probabilidade condicionada. Estas investigações têm sido 
efectuadas quer no campo da psicologia quer em estudos sobre o raciocínio e sobre a tomada de 
decisões em condições de incerteza, no campo da educação matemática. Atendendo a que este 
estudo se centra na análise a nível do campo conceptual em probabilidade condicionada, a 
maioria das investigações a seguir apresentadas consiste em averiguar as principais dificuldades 
evidenciadas pelos alunos quando estes aplicam a definição de probabilidade condicionada ou as 
suas propriedades na resolução de problemas.  
Termina-se este capítulo com a apresentação dos diferentes níveis da avaliação do 
pensamento dos alunos em probabilidade condicionada propostos por Tarr e Jones (1997). 
 
2.1. Ferramentas teóricas que compõem o enfoque ontosemiótico  
 
 
Os diferentes trabalhos de Godino e seus colaboradores (e.g.Godino, Batanero & Font, 
2007) têm desenvolvido um conjunto de noções teóricas que conjugam o enfoque ontológico e 
semiótico do conhecimento e da aprendizagem da matemática, dada a importância da linguagem 
nos processos de comunicação e interpretação e da diversidade de objectos intervenientes.    
Além disso, este enfoque “trata de apontar ferramentas teóricas que analisam 
conjuntamente o pensamento matemático, os ostensivos que o acompanham, as situações e os 
factores que condicionam o seu desenvolvimento” (Godino, Batanero & Font, 2008, p. 11). 
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Assim, a presente investigação foi baseada nas ideias teóricas do enfoque ontosemiótico 
(EOS). A sua escolha atendeu a que este “permite entender de imediato a compreensão 
basicamente como competência (um sujeito compreende determinado objecto matemático 
quando o usa de maneira competente em diferentes práticas) e não tanto como processo mental” 
(Godino, Batanero & Font, 2008, p. 18), o que correspondeu à finalidade do estudo, ou seja, 
identificar e compreender as dificuldades que os alunos de MACS sentem nos conteúdos 
relacionados com a probabilidade condicionada e descrevê-las, quando estes são ensinados com 
recurso a Applets. 
Em seguida, apresenta-se uma síntese dos pressupostos e noções que constituem o 
primeiro nível de análise do EOS no âmbito do sistema de práticas, configurações de objectos e 
processos, sobre o conhecimento e ensino da matemática. 
A formulação do EOS parte de “uma ontologia de objectos matemáticos que contempla o 
triplo aspecto da matemática como actividade socialmente compartilhada de resolução de 
problemas, como linguagem simbólica e sistema conceitual logicamente organizado” (Godino, 
Batanero & Font, 2008, p.11). Este enfoque parte da noção primitiva de situação-problema para 
definir os conceitos teóricos a pôr em prática, os objectos (pessoais e institucionais) e o 
significado de modo a operacionalizar o triplo carácter da matemática e a origem institucional e 
pessoal do conhecimento matemático, salvaguardando a sua mútua interdependência.  
 
 
Sistemas e práticas operativas e discursivas ligadas a campos ou tipo de problemas 
 
Para Godino, Batanero e Font (2008), recorrendo a Godino e Batanero (2004), a prática 
matemática é toda a actuação ou expressão (verbal, gráfica, etc) que pode ser realizada por uma 
pessoa quando resolve problemas de matemática, comunica a solução obtida e valida ou 
generaliza essa solução a outros contextos ou problemas. Nesta definição de prática matemática, 
interferem diversos tipos de objectos, como por exemplo probabilidade condicionada, podendo 
ser representados em forma de texto, oral, gráfica e, inclusivamente, gestual.  
As práticas podem ser partilhadas no seio de uma instituição ou serem específicas de uma 
pessoa. A instituição é formada por pessoas que se encontram envolvidas no mesmo género de 
situações problemáticas. Este compromisso impõe-lhes a realização de determinadas práticas 
sociais que são, geralmente, condicionadas por regras, modos de funcionamento e instrumentos 
da instituição.    
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Num estudo matemático, o que interessa é analisar o sistema de práticas (operativas e 
discursivas) que uma pessoa desempenha perante uma situação problema. No caso de questionar 
sobre o que é a probabilidade condicionada, pode-se ter como resposta para resolução de um 
determinado tipo de situação problema na qual este objecto intervém, o sistema de práticas 
realizado por uma pessoa (significado pessoal) ou o compartilhado por uma instituição 
(significado institucional) que consiste em encontrar um valor para a probabilidade de um 
acontecimento que é condicionado por outro acontecimento. 
Para os mesmos autores, a utilização do sistema de práticas na análise didáctica leva a 
introduzir a tipologia básica de significados que se pode resumir na figura 1. 
 
 
Figura 1 – Tipo de significados institucionais e pessoais 
 
Da análise da figura 1 verifica-se que os investigadores propõem os seguintes tipos: 
 
a) em relação aos significados institucionais: 
- implementado – sistema de práticas efectivamente implementado pelo professor; 
- avaliado – sistema de práticas que o professor utiliza para avaliar a aprendizagem; 
- pretendido – sistema de práticas incluídas na planificação do processo de estudo; 
- referencial – sistema de práticas utilizado como referência para elaborar o significado 
pretendido.   
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b) quanto aos significados pessoais: 
- global – corresponde à totalidade do sistema de práticas pessoais que o sujeito é 
capaz de manifestar em relação ao objecto matemático; 
- declarado – refere-se  às práticas que são efectivamente expressas através da 
avaliação proposta, incluindo quer as correctas quer as incorrectas do 
ponto de vista institucional; 
- atingido – corresponde às práticas manifestadas que são coerentes com as 
estabelecidas a nível institucional. Na análise da variação do significado 
pessoal interessa considerar tanto os significados iniciais quanto os 
alcançados no final do processo, pelos alunos. 
 
A parte central do esquema revela as relações dialécticas entre ensino e aprendizagem, que 
envolvem um acompanhamento progressivo entre os significados pessoais e institucionais. Além 
disso, o ensino implica a participação do aluno na comunidade de práticas que suporta o 
significado institucional e, por fim, a aprendizagem supõe a apropriação do referido significado 
pelo aluno. 
 
 
Objectos que intervêm e emergem dos sistemas de práticas 
 
Godino, Batanero e Font (2008) referem que é dos sistemas de práticas matemáticas que 
surgem novos objectos (emergentes) que nos revelam a organização e estrutura do sistema de 
práticas. 
Assim, os objectos emergentes podem ser “objectos institucionais” e “objectos pessoais”. 
Temos os primeiros quando os sistemas de práticas são partilhados por uma instituição e os 
segundos sempre que surgem do sistema de práticas de uma pessoa, incluindo construções 
cognitivas, tais como concepções, esquemas, representações internas, etc. 
Os sistemas de práticas e as configurações são ferramentas que descrevem o conhecimento 
matemático, na sua dupla versão, pessoal e institucional. Para os referidos investigadores nas 
práticas matemáticas intervêm objectos ostensivos (símbolos, gráficos, etc.)e não ostensivos 
(conceito, proposições, etc.) a que recorremos e que são representados em forma textual, oral 
e/ou gestual.  
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No EOS é proposta a seguinte tipologia de entidades primárias dos objectos ligados a 
prática matemática: 
 Situação-problema, de onde surgem os objectos: por exemplo, melhorar o 
conhecimento sobre acontecimentos, incluindo os que não se podem repetir; 
 Linguagem (termos, expressões, notações, gráficos): por exemplo, expressão da 
probabilidade condicionada, nos seus diversos registos (símbolos e expressões 
associadas); 
 Conceitos: por exemplo, probabilidade condicionada, distribuição a priori e a 
posteriori; 
 Propriedades: por exemplo, teorema de Bayes e teorema da probabilidade total;  
 Procedimentos: por exemplo, diagrama de árvore, tabela de dupla entrada; 
 Argumentos. Utilizados para validar ou explicar a outras pessoas as proposições e 
procedimentos. 
Para estes investigadores, os seis tipos de entidades primárias permitem uma análise mais 
pormenorizada da actividade matemática e articulam-se formando configurações epistémicas 
(rede de objectos intervenientes e emergentes dos sistemas de prática e das relações que se 
estabelecem), conforme se pode constatar na figura 2.  
 
 
Figura 2 - Componentes e relações numa configuração epistémica  
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2.2 Probabilidade condicionada como objecto matemático fundamental 
 
 
Nesta secção aborda-se, de forma sintética, probabilidade condicionada e elementos 
(linguagem, conceitos, propriedades, procedimentos e argumentos) com ela relacionados, de 
modo a definirem um significado institucional de referência para a presente investigação. 
 
 
Probabilidade Condicionada 
 
O cálculo da probabilidade de um determinado acontecimento é um dado objectivo em 
experiências aleatórias que conduzem a resultados finitos ou em que todos os elementos do 
espaço de resultados sejam igualmente possíveis, no entanto, existem outras experiências em 
que o valor da probabilidade de um determinado acontecimento é diferente para pessoas 
distintas. Para Keynes, Ramsey e De Finetti, citados em Batanero (2005), esta probabilidade tem 
um grau de convicções individuais, baseadas no conhecimento e na experiência da própria 
pessoa. Desta forma, a probabilidade está sempre condicionada a um conjunto de conhecimentos 
que pode ser diferente de acordo com a experiência de cada sujeito. Para a mesma autora, umas 
das dificuldades iniciais do enfoque subjectivo foi encontrar uma regra que atribua um valor 
numérico à probabilidade, de forma a contemplar as opiniões pessoais.   
Martins e Cerveira (1999, p. 159) apresentam a definição da “probabilidade condicionada 
do acontecimento A, dado que (ou sabendo que) o acontecimento B se verificou e, representa-se 
por P(A|B), como sendo o quociente entre a probabilidade conjunta dos acontecimentos A e B e a 
probabilidade do acontecimento dado”: 
 
)(
)(
)|(
Bp
BAP
BAP

 .” 
 
Introduzido o conceito de probabilidade condicionada, apresentam-se seguidamente 
algumas propriedades e teoremas relacionados com esse conceito. 
  Murteira (1979) apresenta e demonstra que a probabilidade condicionada satisfaz o 
sistema axiomático. Assim temos: 
 
- P(A|B)  0 , para todo o acontecimento A e B; 
- 11 - 
 
-                    , com         ,     e para todo o acontecimento B ; 
- P( |A) = 1, para todo o acontecimento A. 
 Este facto, segundo o mesmo autor, é muito importante pois permite definir as seguintes 
propriedades: 
 
 - P(A|B) = 1- P(  |A) , para todo o acontecimento A e B; 
-                                      , para todo o acontecimento A1, 
A2 e B; 
-                    , sendo A1, A2, … acontecimentos quaisquer em infinidade 
numerável. 
Da definição da probabilidade condicionada pode-se deduzir a regra do produto:  
                               ou                     .  
 
O currículo da disciplina de MACS refere que sejam leccionados os seguintes teoremas: 
 
 
Teorema da probabilidade total 
 
 O teorema da probabilidade total indica o valor da probabilidade de um acontecimento, 
A, quando se sabe que esse acontecimento se deve a uma série de causas possíveis e 
incompatíveis. Assim para Oliveira (1990, p. 53), “o acontecimento A que se dá, se e só se um dos 
acontecimentos B1, B2,…,Bn, supostos disjuntos, se verificar”. Temos então:  
 
                      ....)( 21 BAPBAPBAPAP n   “   
 
 
O formulário do exame nacional da disciplina de MACS apresenta este teorema através de 
dois casos concretos que correspondem à partição do espaço em duas e três situações, conforme 
se ilustra na figura 3. 
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Figura 3 - Apresentação do teorema da probabilidade total no exame nacional da disciplina de 
MACS 
 
 
Teorema de Bayes 
 
Para Oliveira (1990,p.54), atendendo à regra do produto    BAPBPBAP jjj |)(   e    
 
)(
)|(
AP
BAP
ABP
j
j

   ,   tem-se:    
 
.
)B|A(P)B(P
)B|A(PBP
)A|B(P
k
n
1k
k
jj
j




    “       
  Sendo esta última fórmula conhecida pelo teorema de Bayes ou regra de Bayes. 
 À semelhança do que acontecia com o teorema da probabilidade total, o teorema de 
Bayes aparece no formulário do exame nacional aplicado às situações da partição do espaço em 
uma, dois ou três casos, conforme a figura 4. 
 
Figura 4 - Apresentação do teorema de Bayes no exame nacional da disciplina de MACS 
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 Díaz (2007) enuncia como propriedade, de acordo com Nortes (1993), que de um modo 
geral, P(A|B) é diferente da P(B|A). 
 Acrescenta que, para Peña (1986), temos ainda as seguintes propriedades: 
 a probabilidade condicionada, P(A|B), pode ser maior, menor ou igual que  a de  P(A); 
 na probabilidade condicionada, P(A|B), o espaço amostral fica restrito ao do 
acontecimento B; 
 é  importante diferenciar entre P(A B) e P(A|B). 
 
 
2.3 Investigações sobre a probabilidade condicionada
  
 
Para Gras e Totohasina (1995a), a formalização do conceito da probabilidade 
condicionada só foi possível após a axiomática de Kolmogorov (1933), pois esta foi capaz de dar 
um passo significativo em relação a contextos concretos. Acrescentam, referindo-se a Steinberg, 
que no início da aprendizagem o conceito de probabilidade condicionada é muito difícil de 
entender. Segundo estes autores, é delicado o reconhecimento das concepções erróneas relativas 
à noção de probabilidade condicionada, pois estas não se reportam apenas a identificar um aluno 
que se recusa a responder à questão ou a utilização de procedimentos supérfluos na sua 
resolução. No entanto, as várias investigações sobre o pensamento dos alunos em probabilidade 
condicionada descrevem, essencialmente, os aspectos da forma como os alunos pensam, 
contudo, não são capazes de prever um modelo coerente para o pensamento em probabilidade 
condicionada dos alunos do ensino secundário. De modo a colmatar esta lacuna, vários 
investigadores (e.g. Tarr & Jones, 1997 e Tarr & Lannin, 2005) desenvolveram estudos que 
permitiram formular e validar quadros cognitivos que capturam e enquadram a natureza múltipla 
do pensamento. 
Na primeira parte desta secção será apresentada uma síntese das principais investigações, 
seguindo a classificação definida por Díaz (2009) para as dificuldades que se enfrentam ao 
raciocinar sobre probabilidade condicionada. Por fim, são apresentados os vários níveis de 
avaliação do pensamento dos alunos em probabilidade condicionada, propostos por Tarr e Jones 
(1997). 
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2.3.1 Dificuldades que se enfrentam ao raciocinar sobre probabilidade 
condicionada  
 
A síntese a seguir apresentada centra-se nas dificuldades que se enfrentam ao raciocinar 
sobre probabilidade condicionada: compreensão intuitiva da probabilidade condicionada, 
condicionamento e causalidade, troca entre os papéis dos acontecimentos envolvidos na 
probabilidade condicionada, confusão entre a probabilidade condicionada e a probabilidade 
conjunta, situações sincrónicas e diacrónicas e raciocínio Bayesiano. Não obstante as 
investigações conduzidas por Díaz (2009) envolverem alunos do ensino superior, no entender de 
Díaz e de la Fuente (2007) as mesmas dificuldades também se encontram no de ensino 
secundário. 
 
 
Compreensão intuitiva da probabilidade condicionada 
 
A definição de probabilidade condicionada não envolve cálculos complexos nem 
dificuldades de compreensão do ponto de vista da matemática, no entanto, no que respeita ao 
aspecto psicológico e didáctico, é mais difícil principalmente quando é necessário aplicá-lo na 
resolução de problemas e tomada de decisões.   
Para Fischbein e Gazit (1984) “intuição” corresponde a avaliações ou previsões sintéticas ou 
globais, não justificáveis explicitamente. Dado que é uma cognição global, ela é sentida pelo 
sujeito como sendo auto-evidente, auto-consistente, dificilmente questionável.  
Pode-se assim dizer que uma intuição é uma crença cognitiva. De acordo com estes 
autores, por vezes, esta crença coincide com o que é cientificamente aceite, mas outras vezes é 
com ela contraditória. Acrescentam que estas atitudes intuitivas não devem ser ignoradas no 
processo de ensino-aprendizagem, pois sendo correctas ajudam o aluno a adquirir e a integrar o 
correspondente conhecimento científico e, não sendo objectivamente aceitáveis, devem ser 
eliminadas e desenvolvidas representações intuitivas adequadas.  
Assim, a probabilidade condicionada, P(A|B), que pode ser definida com diverso grau de 
formalismo, pode também ser apresentada de uma forma mais intuitiva como sendo o cálculo do 
valor da probabilidade do acontecimento A tendo como condicionante o factor B ter-se realizado. 
De outro modo, pode-se definir de acordo com Hogg e Tanis (1993), citados por Tarr e 
Lannin (2005), que em algumas experiências aleatórias só nos interessam os resultados que são 
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elementos de um subconjunto B de um espaço amostral S. Nestas circunstâncias, a probabilidade 
condicionada de um acontecimento A, considerando a realização do acontecimento B, isto é, 
P(A|B), é a probabilidade de A, considerando como resultados possíveis apenas aqueles da 
experiência aleatória que são elementos de B. Logo, a probabilidade de um acontecimento A é 
avaliada sob as condições de um novo espaço amostral, condicionado pela ocorrência do 
acontecimento B. 
 Segundo Díaz e la Fuente (2005), Maury (1986) desenvolveu uma investigação com 374 
alunos pré-universitários sobre a probabilidade simples e condicionada e usou quatro problemas 
no contexto de extracção de bolas em urnas, com e sem reposição, e outro de roleta, tendo 
obtido 60% de resposta correcta nos problemas de probabilidade simples e apenas 25% nos de 
probabilidade condicionada. Estes resultados levaram a investigadora a considerar que as 
dificuldades dos alunos se prendem com a noção de independência e com o facto de os 
acontecimentos não serem equiprováveis o que fazia aumentar o grau de dificuldade da tarefa.  
No mesmo documento é feita uma referência a outra estudo, conduzido pela mesma 
investigadora, com 290 alunos, com idades compreendidas entre os 13 e os 14 anos, e usando 
problemas em que os acontecimentos são equiprováveis, a taxa de sucesso aumentou para 70%.  
Assim, para as referidas autoras, este sucesso deve-se ao facto dos alunos identificarem 
intuitivamente a independência dos acontecimentos e, consideram ainda, as dificuldades dos 
problemas advêm dos alunos não serem capazes de restringir o espaço amostral quando estão a 
trabalhar com a probabilidade condicionada, dado que obtiveram melhores resultados nas 
perguntas que incidem sobre todo o espaço de amostra. 
Acrescentam, Totohasina (1992) colocou um problema de probabilidade condicionada a 
67 alunos do curso pré-universitário que tinham estudado probabilidades, com excepção da 
probabilidade condicionada, tendo encontrado as seguintes dificuldades: 
 Interpretação não probabilística do enunciado, dado que só se referiram às 
frequências absolutas das situações; 
 Ideia errónea da probabilidade condicionada, pois não efectuaram a restrição do 
espaço de resultados; 
 Confusão entre a probabilidade condicionada e a probabilidade conjunta.  
 A investigação desenvolvida por Díaz (2009) envolveu 414 alunos do primeiro ano do 
curso de psicologia. O tema foi leccionado durante duas semanas e os resultados só foram 
recolhidos depois de terem realizado o exame, de modo a garantir que os alunos tinham 
estudado. Uma das questões consistia em pedir para definir probabilidade simples e 
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probabilidade condicionada, tendo constatado que apenas 30,7% dos alunos foram capazes de 
definir correctamente as duas probabilidades pedidas. Os alunos consideraram que para se 
verificar a probabilidade condicionada é necessário que tenha ocorrido o acontecimento que a 
condiciona o que, matematicamente, é errado dado que podemos definir a probabilidade 
condicionada independentemente do acontecimento condicionante ocorrer ou não.  
Esta autora colocou aos alunos problemas semelhantes aos utilizados noutras 
investigações e, embora com melhores resultados, verificou que o erro mais frequente foi 
confundirem as situações de com e sem reposição. 
Por outro lado, os estudos desenvolvidas por Fischbein e Gazzit (1984) relacionados com 
o cálculo das probabilidades condicionadas em situações com e sem reposição demonstraram que 
a percentagem de respostas correctas dadas pelos alunos foi em geral mais baixa nas situações 
sem reposição e identificaram dois equívocos nos raciocínios dos alunos em probabilidade 
condicionada:  
- não perceberem que o espaço amostral foi modificado nas situações de sem reposição;  
- calcularam a probabilidade de um acontecimento em situações sem reposição fazendo a 
comparação entre o número de casos  favoráveis para o acontecimento antes e depois 
da primeira tiragem em vez de fazerem comparações com o número total de resultados. 
  Assim, os autores demonstram que, em situações de não reposição, o objectivo 
fundamental do ensino deve ser o desenvolvimento da ideia de que o espaço amostral se altera. 
No caso concreto do ensino da probabilidade condicionada, este deve levar os alunos a 
compreenderem que o espaço amostral fica sempre alterado, apesar de os valores do 
acontecimento poderem não ter sofrido alteração na primeira experiência. 
Opinião contrária apresenta Tarr e Lannin (2005), pois para este autor, o cálculo da 
probabilidade condicionada, nas situações sem reposição, torna-se evidente porque a redução do 
espaço amostral é visível, enquanto em situações com reposição isso não acontece.  
 
 
Condicionamento e causalidade 
 
 Díaz (2009) considera que a causalidade é um conceito científico, filosófico e psicológico 
complexo, sendo também um conceito intuitivo compreendido e aceite pelas pessoas, dado que o 
conhecimento é construído numa base de relação causa e efeito entre diferentes 
acontecimentos. 
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Refere ainda que, no que respeita à probabilidade condicionada, se o acontecimento A é 
a causa estrita do acontecimento B, sempre que acontece A verifica-se B, tem-se         .  No 
entanto, na realidade, é difícil de encontrar uma relação perfeita de causa e efeito. Por isso, em 
estatística, refere-se relação causa débil quando o acontecimento A altera a probabilidade de 
ocorrer B, isto é        é diferente da     . Nesta situação, é comum dizer que uma relação de 
causalidade implica uma dependência estatística entre os acontecimentos envolvidos. Todavia, o 
contrário não é verdadeiro pois existem acontecimentos que sejam estatisticamente dependentes 
sem que sejam a causa um do outro, por exemplo, os países com uma maior esperança de vida 
têm uma menor taxa de natalidade, mas isto não implica que uma menor natalidade seja a causa 
de maior esperança de vida. 
Acrescenta que, de acordo com Pollatsek (1987), uma pessoa ao analisar a probabilidade 
condicionada       , a nível psicológico, identifica as seguintes relações entre o acontecimento 
condicionado, A, e o acontecimento condicionante, B: 
- relação causal – quando se apercebe, num determinado contexto, que B é a causa de A; 
- relação diagnóstica – quando se apercebe, num determinado contexto, que A é a causa 
de B; 
De acordo com Falk (1986) a maioria das pessoas indica que as relações causais são mais 
fortes que as relações diagnósticas. Justifica esta relação citando Tversky e Kahneman (1982) que 
recorre à prevalência de relações de causalidade na nossa percepção do mundo. Refere ainda que 
Tversky e Kahneman (1982) demonstraram que o impacto psicológico de dados depende do 
envolvimento do seu papel no esquema causal. Para tal, tiveram em consideração o facto de as 
pessoas considerarem haver mais probabilidade de que “uma filha tenha olhos azuis se a sua mãe 
tem olhos azuis” (relação causal) do que “a mãe ter olhos azuis sabendo que a sua filha tem olhos 
azuis” (relação diagnóstica).  
Associada à relação de causalidade encontra-se a sequência temporal. Falk (1986) 
considera que existe uma crença de que um acontecimento não pode condicionar outro que 
ocorra anteriormente, designando-a por falácia do eixo temporal.  
Para mostrar que alguns estudantes têm dificuldades na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada quando se inverte o eixo do tempo da ocorrência dos 
acontecimentos, Falk (1986) utilizou o seguinte problema: 
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Figura 5 - Problema utilizado por Falk (1986) 
 
No que respeita à alínea a) trata-se de uma questão em que a influência causal é uma 
situação natural e compatível com eixo temporal, pelo que os alunos não apresentaram 
dificuldades. Quanto à alínea b) envolve um raciocínio probabilístico que é diferente da ordem 
temporal o que poderá criar dificuldades a nível psicológico. Falk (1986) verificou que alguns 
alunos recusaram-se a considerá-la referindo que não fazia sentido, justificando que não é 
admissível questionarem-se sobre uma condicionante que ocorre mais tarde, reflectindo as suas 
razões causais. Outros consideraram que a segunda extracção não afecta a primeira e 
responderam com 
 
 
, ou seja, tiveram apenas em conta a composição da urna.  
Assim, estes resultados indicam uma confusão entre condicionalismo e causalidade e a 
crença de que um acontecimento não pode condicionar outro que ocorra anteriormente, pelo 
que propõe, através de recurso a exemplos, que estas situações devem fazer parte do ensino da 
probabilidade condicionada. 
 Segundo Díaz (2009), é importante erradicar esta crença pois uma probabilidade pode ser 
revista, nalgumas situações, tendo em consideração resultados que lhe são posteriores. Esta ideia 
é fundamental para a compreensão e a aplicação do teorema de Bayes.  
Gras e Totohasina (1995b), com base nos estudos desenvolvidos por Totohasina (1992), 
com alunos de 17 e de 18 anos de idade, identificam três concepções erróneas em relação à 
sequência temporal dos acontecimentos que intervêm na probabilidade condicionada: 
- concepção cronológica da probabilidade condicionada P(A|B). Os estudantes 
interpretam a probabilidade condicionada como impondo sistematicamente uma 
relação temporal entre A e B, isto é, o acontecimento condicionante, B, é 
necessariamente anterior ao acontecimento condicionado, A. Assim, para os alunos, 
não faz sentido pedir a probabilidade do acontecimento passado, conhecido o 
acontecimento futuro. 
-  concepção causal da probabilidade condicional, P(A|B). Consiste em entender, ainda 
que implícita, uma relação causa-efeito entre o acontecimento condicionante B e o 
acontecimento condicionado A. Neste caso, para os alunos, pode ser desprovido de 
Uma urna contém duas bolas brancas e duas bolas pretas. Extraem-se, ao acaso, duas bolas da urna, uma 
após a outra, sem reposição. Qual é a probabilidade de:  
a) a segundo bola ser branca, sabendo que a primeira bola extraída é branca. 
b) a primeira ser branca, sabendo que a segunda bola extraída é branca. 
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sentido o cálculo da probabilidade de uma causa, conhecida a consequência, ou seja, a 
inversão do acontecimento condicionado com o condicionante. 
- concepção cardinal da probabilidade condicionada. Esta concepção manifesta-se pela 
tendência dos alunos em representar a probabilidade condicionada P (A|B) como sendo 
a proporção 
         
        
, que é correcta para o caso particular de equiprobabilidade. 
Outros alunos interpretam a probabilidade condicionada P(A|B) como sendo a 
proporção 
       
        
, que é geralmente falsa. 
No entender dos autores, as duas primeiras são mais susceptíveis de constituírem 
entraves de carácter epistemológico, isto é, uma resistência à reversibilidade da noção.  
 
 
Troca entre os papéis dos acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada 
 
 Falk (1986) designou de Falácia da condicional transposta o tipo de erro que consiste em 
não conseguir distinguir os dois sentidos da probabilidade condicionada P(A|B) e P(B|A). Segundo 
a mesma autora e recorrendo a Eddy (1982), este tipo de erros encontra-se com frequência em 
situações de contexto médico, onde a probabilidade de ter uma doença quando um teste de 
diagnóstico dá positivo é erroneamente igualada à probabilidade de ter resultado positivo no 
teste, sabendo que a pessoa está doente.   
Pollatsek e colaboradores (1987) também encontraram o mesmo tipo de erro em 
problemas que não eram de contexto médico, de acordo com Díaz e la Fuente (2005). No seu 
estudo utilizou o seguinte problema:   
 
Figura 6 - Problema utilizado por Pollatsek (1987) 
 
 
Constatou que 69% de respostas consideraram a alínea c) como a opção correcta, sendo 
esta representativa da confusão entre a orientação dos acontecimentos envolvidos. 
    Qual dos seguintes acontecimentos é mais provável? 
a) Que um táxi azul seja correctamente identificado durante a noite por um táxi azul. 
b) Que um táxi durante a noite identificado como azul seja realmente azul. 
c) Os dois acontecimentos anteriores têm igual probabilidade. 
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 A investigação, conduzida por Díaz (2009), obteve o mesmo tipo de erro embora com 
menor percentagem que Pollatsek. Para tal, foi utilizado um problema de contexto médico com a 
estrutura idêntica ao apresentado anteriormente. 
Esta ideia errónea foi a segunda mais frequente no estudo exploratório que envolvia o 
cálculo da probabilidade condicionada a partir de tabelas de dupla entrada, desenvolvido por Díaz 
e la Fuente (2005)  em 154 alunos do curso de Psicologia. 
Na opinião de Falk (1986), esta confusão deve-se a imprecisões da linguagem usada nos 
enunciados dos problemas de probabilidade condicionada que não são devidamente precisos, 
tornando-se ambíguos. Desta forma, nem sempre se distingue a probabilidade condicionada da 
sua inversa; em oposição, à notação matemática é explícita na identificação do acontecimento 
condicionante e do condicionado. Assim, para esta autora, uma forma de reduzir o risco da 
referida confusão seria dispensar a linguagem corrente e utilizar apenas a linguagem simbólica 
das probabilidades. Acrescenta que a utilização dos dados do problema em tabelas de dupla 
entrada facilita a orientação dos acontecimentos envolvidos no cálculo da probabilidade 
condicionada. 
 
 
Confusão entre a probabilidade condicionada e a probabilidade conjunta. 
 
Diaz e la Fuente (2005) referem que os estudos realizados por Einhorn e Horgarth (1986) 
e por Ojeda (1995) revelaram que os alunos confundem a probabilidade conjunta com a 
probabilidade condicionada.  
 Segundo as mesmas autoras, Einhorn e Hogarth (1986) questionaram 24 estudantes sobre 
qual é a probabilidade de ir ao supermercado e comprar café, constatando que 9 responderam 
com a probabilidade condicionada de comprar café dado que foram ao supermercado. Desta 
forma, concluíram que enunciados que utilizavam a conjunção “e” levam à confusão entre a 
probabilidade conjunta e a probabilidade condicionada.  
Na investigação realizada por Díaz (2009), para avaliar a confusão entre a probabilidade 
condicionada e conjunta, foi proposto aos alunos o problema que se encontra na figura 7. Os 
resultados obtidos não apontam grandes dificuldades no cálculo da probabilidade simples. 
Situação inversa foi encontrada nas alíneas b), c) e d), onde a percentagem de respostas não 
certas é de cerca de 40%, sendo o principal erro a confusão entre a probabilidade condicionada e 
a conjunta.  
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Figura 7 - Problema utilizado por Díaz (2009) 
Além deste, foi também encontrado outro tipo de erros, não descritos pela literatura, 
dois quais se destaca: 
- confusão de um acontecimento com o seu complementar, respondendo        , 
quando era pedida a       ; 
- confusão da probabilidade com o número de casos possíveis; 
- obtenção da probabilidade superior a 1; 
- confusão entre a intersecção e a reunião, aplicaram a fórmula do cálculo da reunião de 
dois acontecimentos na probabilidade da intersecção; 
- considerarem que os acontecimentos envolvidos na alínea b) são independentes, assim 
       
   
   
 
   
   
. 
 
 Este problema foi também colocado por Fernandes e Fernandes (2010) a 115 alunos do 
12º ano de Matemática A, tendo, após o ensino, constatado que: 36 alunos não aplicaram 
correctamente a fórmula da probabilidade condicionada, 11 alunos confundiram a probabilidade 
conjunta com a probabilidade condicionada e 5 alunos inverteram os acontecimentos envolvidos 
na probabilidade condicionada. Desta forma, os autores consideram que o estudo revela uma 
aquisição do conceito de probabilidade condicionada muito pouco profunda e que o ensino 
regular teve um impacto muito limitado sobre o seu desenvolvimento.    
Realizou-se uma entrevista a um grupo de homens de uma determinada população e obtiveram-se 
os seguintes resultados: 
 Tem menos de 55 anos Tem mais de 55  anos Total 
Sofreu um ataque 
cardíaco 
29 75 104 
Não sofreu ataque 
cardíaco 
401 275 676 
Total 430 350 780 
 
Se escolhermos ao acaso uma destas pessoas: 
a) Qual a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um ataque cardíaco? 
c) Sabendo que a pessoa escolhida tem mais de 55 anos, qual a probabilidade que tenha 
sofrido um ataque cardíaco? 
d) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a probabilidade que tenha 
mais de 55 anos? 
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Relembra-se que, para Falk (1986), muitas das dificuldades relacionadas com a 
compreensão da probabilidade condicionada podem dever-se a dificuldades com a sintaxe dos 
enunciados e a resolução das tarefas dependem da forma como estão redigidos. 
 
 
Situações sincrónicas e diacrónicas 
 
 Para Díaz (2009), outra dificuldade que afecta a resolução de tarefas de probabilidade 
condicionada consiste em perceber ou não as experiências compostas como uma série de 
experiências simples sucessivas. Assim, podem-se distinguir dois tipos de situações relacionadas 
com a probabilidade condicionada: situações sincrónicas e situações diacrónicas.  
 Situações sincrónicas são situações estáticas, nas quais não é considerada uma sequência 
de experiências simples e sucessiva, enquanto uma situação diacrónica prevê que haja uma clara 
sequência temporal, isto é, realiza-se uma experiência a seguir à outra. 
 Uma operação importante para podermos resolver problemas de probabilidade 
condicionada consiste em restringir o espaço amostral em função do acontecimento 
condicionante. Para os estudantes, esta operação não é fácil, principalmente em situações 
sincrónicas, conforme se pode comprovar pelo problema que consta da figura 8, proposto por 
Falk (1986). 
 
 
 
  
Figura 8 - Problema proposto por Falk (1986) 
 
 Esta Investigadora constatou que a maioria dos estudantes dá como resposta 
 
 
, revelando 
não perceberem a experiência, pois pressupõem que o cartão verde dos dois lados está excluído, 
logo, a parte não visível tem a mesma probabilidade de ocorrer. Em vez disso, deviam pensar que 
o espaço de resultados da experiência aleatória é constituído por seis elementos equiprováveis, 
correspondentes às seis faces dos três cartões. Destes, três correspondem ao acontecimento “ser 
azul”. Dos três possíveis resultados para o acontecimento ”ser azul” só um corresponde ao 
acontecimento “ser verde do lado oculto”, logo a probabilidade pedida corresponde a 
 
 
. 
Uma urna contém três cartões: um azul dos dois lados, outro verde dos dois lados e o último azul de 
um lado e verde do outro. Retira-se ao acaso um cartão da urna mostrando apenas uma das faces. A 
face visível é azul, qual é a probabilidade da não visível ser também azul? 
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Raciocínio Bayesiano 
 
  A classificação proposta por Díaz (2009) enuncia que outra dificuldade, relacionada com a 
probabilidade condicionada, sentida pelos alunos, é o raciocínio bayesiano, pois alguns problemas 
envolvem na sua resolução o teorema de Bayes.  
Tversky e Kahneman (1982), segundo  Díaz e la Fuente (2007), estudaram as respostas 
dadas a problemas bayesianos. Um dos problemas estudados é o que se apresenta na figura 9: 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 9 - Problema utilizado por Tversky e Kahneman (1982) 
 
Os investigadores constataram que a maioria dos participantes escolheu a opção (a), que 
corresponde à fiabilidade da testemunha. Contudo, a probabilidade de que o táxi implicado seja 
Azul, pelo teorema de Bayes, é de 41% . 
Neste tipo de problemas, uma regra fundamental é que a precisão esperada é modificada 
pela evidência e pela probabilidade inicial, no entanto, muitas vezes esta regra é ignorada, o que 
leva a considerar apenas a fiabilidade da testemunha. Os referidos investigadores denominaram 
esta situação por falácia da taxa base. 
Totohasina (1992), segundo  Díaz (2009), para investigar o tipo de concepções intuitivas 
sobre o raciocínio bayesiano, propôs a alunos do curso pré-universitário, que estudaram 
probabilidades mas não a probabilidade condicionada, a resolução de um problema em formato 
de percentagem e que pode ser facilmente resolvido recorrendo ao teorema de Bayes. As 
respostas correctas obtidas foram de 25%. Nestas foi usada, de forma espontânea, representação 
da informação através de diagrama de árvore e de tabela de dupla entrada. 
 Constatou, ainda, as seguintes dificuldades: 
- interpretação não probabilística do enunciado, recorrendo às frequências absolutas em 
vez da percentagem; 
- compreensão deficiente da probabilidade condicionada, pois não consideram a restrição 
do espaço amostral; 
Um táxi viu-se implicado num acidente de viação que ocorreu à noite e o condutor fugiu. Há duas 
companhias de táxi na cidade, a Verde e a Azul. 85% dos táxis da cidade são Verdes e 15% são 
Azuis. Uma testemunha identificou o táxi como sendo Azul. O tribunal comprovou a fiabilidade da 
testemunha, nas mesmas condições da noite do acidente, e chegou à conclusão de que a 
testemunha identificava correctamente cada uma das cores em 80% dos casos e falhava em 20%. 
Qual a probabilidade de que o táxi implicado no acidente seja Azul? 
(a) 80%   (b) 15%   (c) 15%×80%   (d) 41% 
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- confusão entre a probabilidade conjunta e a probabilidade condicionada. 
Estudos posteriores em Educação Matemática defendem que a análise efectuada por 
estes autores é incompleta, pois existem mais factores que afectam a capacidade de resolver os 
problemas bayesianos. Por exemplo, os procedimentos usados ou a forma como se apresenta o 
enunciado dos problemas. 
Neste sentido, Gigerenzer e Hoffrage (1995) indicam que os cálculos que envolvem os 
problemas bayesianos são mais fáceis quando a informação é dada sob a forma de frequências 
absolutas do que quando essa informação é dada em proporções ou percentagens e 
denominaram estas frequências por frequências naturais. Com este tipo de representação da 
informação, o valor da probabilidade pode ser determinado tendo apenas em conta o número de 
casos favoráveis à ocorrência do acontecimento e o número de casos possíveis. Deste modo, a 
resolução do problema é mais natural porque a probabilidade condicionada transforma-se na 
aplicação da regra de Laplace, não necessitando da aplicação do teorema de Bayes. 
Totohasina (1992), de acordo com Gras e Totohasina (1995a), realizou uma investigação 
com os alunos de duas turmas do último ano do ensino secundário, sendo uma do curso de letras 
e a outra do curso de ciências, sujeitos ao ensino de probabilidades de forma relativamente 
comparável, apesar de estes alunos não terem as mesmas motivações e competências, em 
particular no tratamento das expressões formais e se ter introduzido a noção da probabilidade 
condicionada na turma de letras sem a utilização da árvore de probabilidades. Esta investigação, 
levou o autor a concluir que as dificuldades na resolução deste género de problemas estão 
relacionadas com o tipo de representação que é necessária para a sua resolução. Assim, o uso de 
tabelas de dupla entrada pode dificultar a percepção da natureza sequencial de alguns problemas, 
pois nestas, o que é mais inteligível é a intersecção dos acontecimentos, o que poderá levar à 
confusão entre a probabilidade condicionada e a probabilidade conjunta. Por outro lado, o 
recurso à árvore de probabilidades é mais eficaz para a resolução de problemas de probabilidade 
condicionada diacrónicos (apresentam uma sequência temporal). Além disso, a análise do 
problema através do diagrama de árvore permite omitir, sem muito risco, a etapa das operações 
agrupadas, reduzindo possíveis obstáculos relacionados com o efeito de inversão das situações do 
caso bayesiano (Vergnaud, 1991, citado em Gras & Totohasina, 1995a), devido ao trabalho 
gráfico. 
Acrescentam que o mesmo autor identificou outro tipo de dificuldades que se prendem 
com a necessidade de inverter as funções dos acontecimentos, como é característico destes 
problemas, isto é, o condicionado passa a condicionante e vice-versa, o que pode desencadear, 
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como já foi referido, a confusão entre os papéis dos acontecimentos condicionado e 
condicionante e entre a probabilidade condicionada e a sua inversa.  
 Na investigação realizada por Díaz (2009) foi proposto aos alunos o mesmo problema que 
tinha utilizado Totohasina (1992) e que consta da figura 10. 
 
 
 
 
 
 
Figura 10 - Problema utilizado por Totohasina (1992) e por Díaz (2009) 
 
 Os resultados positivos obtidos superaram os de Totohasina (1992) e o mesmo se passou 
no que respeita à utilização correcta do diagrama de árvore. No entanto, é de realçar que este 
autor não introduziu o teorema de Bayes ao contrário do que aconteceu na referida investigação. 
Desta forma, Díaz (2009) sugere que a introdução específica do teorema ajuda na resolução de 
problemas que o envolva.       
 Apesar dos estudos anteriormente referidos darem uma explicação teórica para as 
dificuldades dos alunos na resolução de problemas bayesianos, Díaz e la Fuentes (2007) 
consideram que estes implicam um processo mais complexo do que foi apresentado, dado que é 
necessário que os discentes recordem e apliquem vários conceitos e procedimentos estatísticos. 
Estas autoras desenvolveram um estudo exploratório com 157 estudantes do primeiro 
ano do curso de Psicologia, antes e depois de lhe ter sido ensinado o teorema de Bayes, apesar de 
este já ser do conhecimento dos alunos do ensino secundário. Constataram que os erros não se 
limitaram a falácia da taxa base ou a dificuldades de operar com probabilidades e fracções, mas 
envolviam também dificuldades de raciocínio proporcional; o número de respostas correctas foi 
superior quando os resultados eram apresentados na forma de probabilidades, 
comparativamente aos apresentados em forma de frequência absoluta; as maiores dificuldades 
centraram-se na identificação dos dados e de erros nos conceitos envolvidos.  
Desta forma, concluíram que o teorema de Bayes é um objecto complexo cuja 
compreensão abrange uma série de conceitos e propriedades prévias como a probabilidade 
simples, composta e condicionada, restrição do espaço amostral, axioma da união e regra do 
produto e que a solução para as dificuldades dos problemas que envolvem este teorema passa 
por um maior esforço no ensino da probabilidade e não só pelo tipo de formato dos dados. Além 
disso, também verificaram que o formato de frequências absolutas é mais difícil de generalizar 
Uma fábrica dispõe de duas máquinas M1 e M2 que fabricam bolas. A máquina M1 fabrica 
40% das bolas e a M2 60%. 5% das bolas fabricadas por M1 e 1% das fabricadas por M2 são 
defeituosas. Escolhendo uma bola ao acaso e sabendo que é defeituosa, qual é a 
probabilidade de ter sido produzida por M1? 
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em casos de acontecimentos múltiplos ou em experiências múltiplas. Outra conclusão prende-se 
com o tempo dado ao ensino. Assim, ao conferirem que, após o ensino, os resultados 
melhoraram, propõem que seja dado mais tempo para o ensino do raciocínio bayesiano. 
 
 
 
2.3.2 Níveis de avaliação do pensamento dos alunos em probabilidade 
condicionada, propostos por Tarr e Jones (1997) 
 
 
Estudos realizados por vários investigadores (e.g. Tarr & Jones, 1997) permitiram construir 
quadros cognitivos que captam e enquadram a natureza múltipla do pensamento em 
probabilidade condicionada. Assim, Tarr e Jones (1997) consideram que o pensamento em 
probabilidade condicionada dos alunos do ensino básico e secundário pode ser descrito e previsto 
e que este se desenvolve ao longo de quatro níveis, que representam um contínuo desde o 
pensamento subjectivo até ao raciocínio numérico. Desta forma, o autor expressa cada nível em 
etapas de acordo com as fases de maturação e as alterações do pensamento dos alunos em 
probabilidade condicionada, como é descrito na tabela 1. 
 
Tabela 1 - Quadro de avaliação do pensamento dos alunos em probabilidade condicionada (Tarr e 
Jones, 1997) 
Nível um 
(Subjectivo) 
 Reconhece acontecimentos “certos” e “impossíveis” em situações com reposição e sem 
reposição; 
 Utiliza geralmente raciocínios subjectivos quando considera a probabilidade 
condicionada em situações com e sem reposição; 
 Ignora informações numéricas ao formular previsões. 
 
Nível dois 
(Transicional) 
 Reconhece que a probabilidade de alguns acontecimentos se altera em situações de 
não reposição, contudo esse reconhecimento é incompleto e é usualmente confinado a 
acontecimentos que aconteceram previamente; 
 Usa inapropriadamente os números ao determinar probabilidades condicionadas. Por 
exemplo quando um espaço amostral contém dois resultados, assume sempre que os 
dois resultados são equiprováveis; 
 A representatividade actua como causa de confusão ao tomar decisões em 
probabilidade condicionada; 
 Pode reverter julgamentos subjectivos. 
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Nível três 
(Quantitativo 
informal) 
 Reconhece que a probabilidade de todos os acontecimentos se altera em situações de 
não reposição; 
 Mantém o controlo da composição total do espaço amostral para julgar o 
relacionamento de dois acontecimentos nas situações com e sem reposição; 
 Consegue quantificar, embora sem precisão, a mudança de probabilidades nas 
situações sem reposição. 
Nível quarto 
(Numérico) 
 Atribui probabilidades numéricas em situações com e sem reposição; 
 Usa raciocínios numéricos para comparar a probabilidade de acontecimentos antes e 
depois de cada tentativa em situações com e sem reposição; 
 Estabelece as condições necessárias entre dois acontecimentos que estão relacionados. 
 
Tarr e Lannin (2005) completam esta informação considerando ainda que:  
 os alunos do nível 1 estão associados ao pensamento subjectivo; geralmente acreditam que 
podem controlar os resultados de cada acontecimento e ignoram informação quantitativa 
relevante na formulação de avaliações probabilísticas; a falta de referências quantitativas 
leva os alunos a formarem julgamentos quantitativos através da sua própria realidade, 
impondo o seu próprio sistema de regularidades ou pesquisando padrões que não existem. 
É notório que estas avaliações são feitas sem ter em consideração as alterações do espaço 
amostral. Adicionalmente, estes alunos usam muitas vezes a sua própria experiência 
quando prevêem os resultados de um acontecimento e isto leva-os a acreditar que os 
resultados anteriores influenciam os futuros. 
 os alunos do nível 2 caracterizam-se por uma fase de transição entre o subjectivo e o 
quantitativo informal; apesar de algumas vezes fazerem uso apropriado da informação 
quantitativa em avaliações de probabilidade condicionada, são muitas vezes distraídos por 
características irrelevantes, ou seja, os discentes deste nível tendem a ser muito confiantes 
na distribuição da previsão dos resultados e, consequentemente, são muitas vezes levados 
a invocar a estratégia da representatividade, a incorporar orientações recentes quer no 
sentido positivo quer no negativo. Ao considerar a probabilidade condicionada, quando 
utilizam raciocínios quantitativos, o seu pensamento é limitado. Neste nível são capazes de 
reconhecer que a probabilidade de alguns acontecimentos se altera nas situações sem 
reposição, mas este reconhecimento é muitas vezes restrito a acontecimentos que 
ocorreram previamente. 
 os alunos de nível 3 já têm consciência do papel que o quantitativo tem ao formular 
avaliações em probabilidade condicionada. Embora não costumem indicar probabilidades 
numéricas precisas, frequentemente usam as frequências relativas, os rácios, ou alguma 
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forma de probabilidades como uma estratégia adequada para determinar probabilidades 
condicionadas nos casos com ou sem reposição. Identificam a composição completa do 
espaço amostral e, geralmente, reconhecem que a probabilidade condicionada se modifica 
no caso de situações de não reposição. 
 os alunos de nível 4 conseguem assinalar, de forma espontânea, probabilidades numéricas 
quando interpretam situações de probabilidades. Os alunos estão conscientes do papel que 
os números desempenham na formação de juízos em avaliações de probabilidades, 
monitorizam cuidadosamente a composição do espaço amostral. Além disso, podem usar 
probabilidades numéricas para rejeitar a representatividade. Assim, no caso de reposição, 
são capazes de indicar que “não interessa o que acontece antes”. 
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Capítulo 3 
 
 
Sequência Didáctica 
 
 O presente estudo visa identificar e compreender as dificuldades que os alunos de MACS 
sentem nos conteúdos relacionados com a probabilidade condicionada e descrevê-las, quando 
estes são ensinados com recurso a Applets. Assim, foi necessário planificar uma sequência 
didáctica que valorize os contributos dados pelos Applets na compreensão do significado da 
probabilidade condicionada e, consequentemente, permita uma redução das dificuldades que 
são, geralmente, apresentadas pelos alunos. 
Dada a relevância que a sequência didáctica assume, procura-se, neste capítulo, explicitar 
as ideias fundamentais que sustentam a estratégia adoptada. 
Neste sentido, esta secção preliminar é constituída por cinco subsecções: princípios 
gerais, planificação, recursos, tarefas e avaliação. 
3.1. Princípios gerais  
 Esta sequência didáctica reporta-se aos subtemas Probabilidade Condicionada, Árvores 
Probabilidades, Acontecimentos Independentes e Probabilidade Total e Regra de Bayes, do tema 
Modelos de Probabilidades do programa da disciplina de MACS.  
Representações e argumentos - Os elementos de linguagem como termos, expressões, 
notações, gráficos, etc. são necessários e de extrema importância para resolver problemas, para 
representar objectos abstractos, para generalizar soluções ou simplesmente para os  descrever. 
No que respeita à probabilidade condicionada, pode-se encontrar termos, expressões algébricas e 
representações gráficas. 
 Relacionado com os subtemas que constam da sequência didáctica encontra-se uma 
diversidade de termos e expressões que os alunos devem saber, tais como: equiprobabilidade, 
experiência aleatória, probabilidade simples, probabilidade condicionada, probabilidade conjunta, 
acontecimentos simples, acontecimentos condicionados, conjunção de acontecimentos, disjunção 
de acontecimentos, acontecimentos contrários, acontecimentos compatíveis, espaço amostral, 
regra de Laplace, diagrama de árvore, reunião, intersecção, etc. Por outro lado, os discentes ainda 
têm que reconhecer que a cada um destes termos ou expressões está associado um conceito ou 
propriedades matemáticas.  
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 Para além da diversidade de termos, encontram-se expressões algébricas que envolvem 
um conjunto de representações simbólicas que podem constituir entraves à aprendizagem. 
Dentro das que são enunciadas nesta sequência didáctica, destacamos a fórmula do teorema da 
probabilidade total e do teorema de Bayes, ou seja, respectivamente:  
                     ....)( 21 BAPBAPBAPAP n      e 
 
.
)B|A(P)B(P
)B|A(PBP
)A|B(P
k
n
1k
k
jj
j




  
 O programa da disciplina de MACS recomenda o uso dos diversos tipos de representações 
gráficas como forma de sintetizar a informação. Assim, apontam, por exemplo, uso de diagrama 
de árvore, tabelas de contingência, diagrama de Venn. 
Para Contreras (2009), o diagrama de árvore é um dos recursos mais úteis para visionar 
situações de probabilidades. Por outro lado, segundo Fischbein (1975), referido pelo mesmo 
autor, estes diagramas facilitam a resolução de problemas de probabilidade condicionada e 
atribuem um sentido ao processo de resolução. Acrescenta que, para o mesmo investigador, o 
diagrama de árvore dá ao conceito (probabilidade condicionada) um sentido intuitivo que ajuda a 
compreensão algébrica, além de que, permite obter uma representação da estrutura do problema 
que facilita a compreensão imediata e a sua resolução. No entanto, de acordo com Contreras 
(2009), Pesci (1994) demonstrou que os alunos têm dificuldades em construir adequadamente um 
diagrama de árvore que represente um determinado problema, sendo a causa de muitos erros. 
Para além do diagrama de árvore, a tabela de contingência é outro processo muito 
utilizado para a organização da informação de problemas de probabilidade condicionada. Estas 
têm a vantagem de identificar, de imediato, o valor da probabilidade da intersecção de dois 
acontecimentos. Outro gráfico que se pode usar para representar a informação em probabilidade 
condicionada é a representação de acontecimentos através do diagrama de Venn. Este tipo de 
representação permite visualizar, para vários acontecimentos, a intersecção, a reunião e a forma 
como se condicionam uns aos outros.  
 Recursos - Segundo os princípios e normas para a Matemática escolar (NCTM, 2007, 
p.14),  “os ambientes tecnológicos poderão proporcionar aos alunos muitas oportunidades para 
explorar problemas e conceitos complexos”. Desta forma, recomenda que ”os professores 
deverão usar a tecnologia para melhorar as oportunidades de aprendizagem dos seus alunos, 
através da selecção ou criação de tarefas matemáticas que tiram proveito do que a tecnologia 
permite fazer de forma correcta e eficiente” (idem, p. 27). O programa da disciplina de MACS 
preconiza que é indispensável o uso da tecnologia e realça que os computadores permitem 
realizar actividades de exploração, recuperação e desenvolvimento, pelo que constituem um 
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valioso apoio a estudantes e professores. Neste sentido, a planificação dos subtemas supra-
citados incluiu o uso de computador, tirando benefício dos recursos disponíveis na internet, mais 
precisamente de três Applets. Estes têm um papel importante na realização das tarefas propostas, 
não sendo entendidos como um simples instrumento, mas principalmente como meio de 
pesquisa para o conceito de probabilidade condicionada e para algumas das suas propriedades. 
Além disso, permitiram a aprendizagem de formas de organizar a informação (diagrama de árvore 
e tabela de contingências) e a caracterização das especificidades de cada uma. Assim, nesta 
investigação foi proposto um trabalho baseado na utilização de Applets, de modo a beneficiar das 
suas potencialidades, para que os alunos realizem trabalho de descoberta e de construção do 
conhecimento. 
Tarefas – No ensino, de acordo com NCTM (2007, p. 19), devem ser “utilizadas tarefas 
matemáticas significativas para introduzir conceitos e para desenvolver e desafiar 
intelectualmente os alunos. A selecção correcta das tarefas poderá despertar a curiosidade e 
envolvê-los na matemática “.  
Conjugando as indicações dadas pela NCTM e pelo programa da disciplina de MACS, 
foram elaboradas, pela investigadora, três tarefas. As referidas tarefas e a sua resolução 
encontram-se no anexo IV. Estas tiveram o objectivo de orientar o trabalho a desenvolver nos 
Applets, de modo a permitir que os alunos chegassem ao conceito de probabilidade condicionada 
e aos teoremas da probabilidade total e de Bayes. Cada tarefa foi realizada numa aula de 90 
minutos, em pares ou em grupos de três elementos, excepto a tarefa 1, que durou apenas 45 
minutos. No final, cada grupo, explicou o trabalho desenvolvido e as conclusões a que chegou. 
Nesta fase, a professora estimulou os alunos a participarem, contribuindo com as suas ideias e 
com as conclusões, e criou condições propícias para a realização da discussão no grupo turma. 
Estes importantes momentos de discussão contribuíram para uma partilha de conhecimentos, 
pois os alunos puderam pôr em confronto as suas estratégias, as suas resoluções, as suas 
conjecturas e as suas justificações. Desta forma, os alunos mobilizaram os seus recursos 
cognitivos com a finalidade de uma aprendizagem mais sólida.  
Para além das tarefas referidas, a sequência didáctica contemplou a realização de outras 
tarefas (exercícios e problemas) que permitiram diversificar o processo de ensino-aprendizagem. 
Cada uma destas tarefas contribuiu para aspectos da aprendizagem e para o desenvolvimento do 
raciocínio dos alunos. Por outro lado, possibilitou-lhes a aplicação dos conteúdos adquiridos e 
ajudou no esclarecimento das suas dúvidas. De um modo geral, nestas tarefas, o trabalho 
preconizado foi individual. 
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No final da sequência didáctica foi dedicado um momento para avaliação, cuja tarefa se 
encontra no anexo IV. 
 
3.2 A planificação 
 
Para Batanero (2005), há necessidade de introduzir os conceitos progressivamente e de 
forma contínua, de modo a permitir que os discentes construam e relacionem os diferentes 
elementos que envolvem o significado de probabilidade condicionada. Neste sentido, o ensino 
dos subtemas Probabilidade Condicionada, Acontecimentos Independentes, Árvores de 
Probabilidades, Probabilidade Total e Regra de Bayes decorreu durante 11 blocos de 90 minutos, 
tendo a duração de quatro semanas. Iniciou-se em 17 de Janeiro de 2011 e terminou a 9 de 
Fevereiro de 2011.  
Na tabela 2 apresenta-se a planificação da sequência didáctica e o modo de 
funcionamento das aulas. 
Tabela 2 - Planificação dos subtemas de ensino 
Conteúdos 
Programáticos 
Aulas Tarefas Modo de trabalho 
 
Conceito de 
probabilidade 
condicionada  
 
 
Conceito de 
acontecimentos 
independentes 
 
Árvores de 
Probabilidades 
Probabilidade 
Total 
 
 
Teorema de 
Bayes 
1ª aula 
(17/01/2011) 
1ª Parte da aula -Tarefa 1 
A professora expõe, coloca questões 
e controla as funções do Applet. 
2ª Parte da aula - Resolução 
de exercícios. 
Os alunos desenvolvem as tarefas 
individualmente e/ou em grupos.  
2ª aula 
(19/01/2011) 
Conceito de acontecimentos 
independentes. 
Resolução de exercícios  
3ª aula 
(21/01/2011) 
Realização de exercícios 
4ª aula 
(24/01/2011) 
Tarefa 2 e discussão geral 
5ª aula 
(26/01/2011) 
Resolução de exercícios 
6ª aula 
(28/01/2011) 
7ª aula 
(31/01/2011) 
Tarefa 3 e discussão geral 
8ª aula 
(2/02/2011) 
Resolução de exercícios 
9ª aula 
(4/02/2011) 
Resolução de exercícios 
10ª aula 
(7/02/2011) 
11ª aula 
(9/02/2011) 
Tarefa de avaliação  Individualmente  
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3.3. Recursos 
 
 Nesta secção apresentam-se três dos recursos disponíveis na internet, nomeadamente 
Applets, que foram usados durante esta investigação. O primeiro teve o intuito de introduzir 
conceitos de probabilidade condicionada e os restantes de expor, cada um deles, uma das 
seguintes propriedades, teorema da probabilidade total e teorema de Bayes.  
Para cada Applet é apresentada uma breve descrição e sua análise didáctica, na qual 
constam os elementos matemáticos implícitos nesse recurso, análise matemática do recurso e 
possíveis dificuldades por parte dos alunos. 
 Para introduzir o conceito de probabilidade condicionada foi trabalhado o Applet cuja 
página inicial consta da figura 11 e pode ser encontrado no seguinte endereço electrónico 
http://onlinestatbook.com/chapter5/conditional_demo.html.  
 
  
Figura 11- Página inicial do Applet sobre probabilidade condicionada 
 
Neste Applet, são expostos 30 objectos em forma de x e de o, com três cores diferentes 
(azul, vermelho e roxo) e formuladas as seguintes questões de probabilidade condicionada: 
1- Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser x 
dado que é vermelho? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
2- Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser 
vermelho dado que é x? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
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3- Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser 
vermelho dado que é o? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
Para cada questão, é necessário introduzir o valor correspondente à probabilidade 
pedida, na forma decimal. Seguidamente, o Applet retribui uma mensagem sobre a veracidade do 
valor introduzido.  
Este recurso permite ainda que sejam simulados alguns valores da probabilidade 
condicionada que poderão ser utilizados para intuir e encontrar um processo de cálculo para esta 
probabilidade. Para tal, abre uma nova janela que realça os objectos envolvidos na probabilidade 
condicionada, dentro de um rectângulo, conforme se pode constatar na figura 12.  
 
 
Figura 12 – Resultado de uma simulação 
 
Este Applet permite que os alunos confrontem as suas intuições sobre a probabilidade 
condicionada com o respectivo conceito. Por outro lado, possibilita encontrar um processo para o 
cálculo da probabilidade condicionada em função da probabilidade conjunta, sendo enunciado 
por: 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B

      e constatar que, na maioria dos casos,               .
 
Uma possível dificuldade que os estudantes podem encontrar neste Applet está 
relacionada com o idioma utilizado (inglês). 
Os elementos matemáticos implícitos neste recurso, tendo em consideração o enfoque 
OSE, constam da tabela 3. 
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Tabela 3 - Objectos matemáticos implícitos no recurso Applet sobre probabilidade condicionada 
LINGUAGEM: 
Verbal: (termos e expressões) 
X given red 
Red given X 
Red given O 
Explicação da situação 
Probabilidade de um acontecimento 
 
Simbólica: 
P(X|Red), P(X|Blue), P(X|Purple), 
P(O|Red), P(O|Blue), P(O|Purple), 
P(Red|X), P(Blue|X), P(Purple|X), 
P(Red|O), P(Blue|O) e  P(Purple|O) 
 
Gráfica:  
 Visualizar perante a simulação 
 
Aritmética: 
Cálculo de probabilidades 
Operações com fracções 
 
Funcional: 
Uso de funções do Applet “ok”, 
“simulaiton” e “ nother exemple” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: Exploração do conceito de 
probabilidade condicionada 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Experiência aleatória, acontecimento (simples e 
condicionado), espaço amostral, intersecção de 
acontecimentos e probabilidade simples, condicionada 
e conjunta. 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Regra de Laplace 
P(A|B) é diferente da P(B|A) 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
PROCEDIMENTOS 
Funções do Applet e cálculo da probabilidade 
condicionada. 
 
 
ARGUMENTOS 
Raciocínio empírico 
 
 
O segundo Applet escolhido para investigação apresenta em conjunto o diagrama de 
árvore e a tabela de dupla entrada e pode ser encontrado em 
http://www.stat.tamu.edu/~west/applets/tree.html, a sua página inicial corresponde à figura 13. 
 
 
Figura 13 – Tree Digrama Applet 
Motivação Resolução 
Justificação Fundamentação 
A 
j 
u 
d 
a 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
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Neste Applet, é possível trabalhar em conjunto com a tabela de dupla entrada, de dois por 
dois, e com um diagrama de árvore que lhe corresponda. 
Começa-se por preencher a tabela com o número de sucessos correspondentes à 
intersecção dos acontecimentos envolvidos. Carregando em “compute” o Applet constrói uma das 
árvores de probabilidades correspondente à tabela dada. Nesta, é possível visionar alguns dos 
valores da probabilidade simples, da probabilidade condicionada e da probabilidade conjunta 
referentes à tabela de dupla entrada preenchida. 
Os elementos matemáticos implícitos neste recurso, tendo em consideração o enfoque 
OSE, constam da tabela 4. 
 
Tabela 4 -  Objectos matemáticos implícitos no recurso Tree Digrama Applet 
LINGUAGEM: 
Verbal: (termos e expressões) 
Pass Test1 
Pass Test 2 
Fail Test 1 
Fail Test 2  
 
Gráfica:  
Tabela de dupla entrada e 
diagrama de árvore 
 
Numérica: 
Cálculo de probabilidades 
Operações com números 
racionais 
 
Funcional: 
Uso de funções do Applet 
”compute” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: Exploração do conceito de 
probabilidade total 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Experiência aleatória, acontecimento simples e 
condicionados, intersecção de acontecimentos e 
probabilidade simples, condicionada e conjunção 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Regra de Laplace   
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
PROCEDIMENTOS 
Funções do Applet, representação gráfica (tabela de 
dupla entrada e diagrama de árvore)  e cálculo da 
probabilidade condicionada. 
 
 
ARGUMENTOS 
Raciocínio empírico 
   
Neste recurso é possível encontrar: 
 Cálculo da probabilidade condicionada em função da probabilidade da intersecção 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B

  
 Cálculo da probabilidade da intersecção em função da probabilidade condicionada: 
                                   ou                         
 Cálculo da probabilidade total:      ....)( 21 BAPBAPBAPAP n  
Motivação Resolução 
Justificação Fundamentação 
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s 
s 
a 
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 Cálculo da probabilidade simples em função da probabilidade da intersecção e da 
probabilidade condicionada:        
      
      
      ou         
      
      
. 
   
  Uma das dificuldades que os estudantes podem encontrar está relacionada com a falta de 
esclarecimento dos acontecimentos cujas probabilidades são apresentadas no diagrama de 
árvore. Assim, quando no diagrama de árvore aparece “Pass Test 2” ou “Fail Test 2”, seguido 
dentro de parêntesis de um valor, pode levar a intuir que esses valores correspondem à 
probabilidade desse acontecimento, em vez do valor da probabilidade condicionada. Por outro 
lado, não especifica a que probabilidade corresponde o valor apresentado no fim de cada ramo. 
    
   O último recurso utilizado e que seguidamente se apresenta pode ser útil para a resolução 
de problemas que envolvam o teorema de Bayes e a probabilidade total. Esse Applet, cuja página 
principal corresponde à figura 14 encontra-se no seguinte endereço electrónico 
http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html  
 
 
 
Figura 14 – Página inicial do recurso para construir diagramas em árvore 
  
 Nele é possível ver diagramas de árvore com dois ramos, sendo cada um constituído 
também por dois ramos. Desta forma, é possível visualizar o espaço amostral duma experiência 
aleatória em que para cada acontecimento simples se verificam duas situações. Além disso, é 
possível também visionar o diagrama da árvore inversa e as respectivas probabilidades 
condicionadas inversas. 
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Este recurso apresenta três entradas para colocar o valor: da probabilidade simples, P(a) e 
das probabilidades condicionadas, P(c|a) e P(c|b). Para a construção dos diagramas de árvore é 
necessário, ainda, carregar no botão “Go”.   
 
Neste Applet é possível encontrar: 
 
 Cálculo da probabilidade da intersecção em função da probabilidade condicionada: 
                      ou                       
 Cálculo da probabilidade Total:      ;BAP...BAPBAP)A(P n21   
 Teorema de Bayes:
 
 
;
)B|A(P)B(P
)B|A(PBP
)A|B(P
k
n
1k
k
jj
j




  
 Cálculo da probabilidade condicionada em função da probabilidade conjunta:
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
 
 Cálculo da probabilidade simples em função da probabilidade da intersecção e da 
probabilidade condicionada:      
      
      
    ou        
      
      
. 
 
Quanto às possíveis dificuldades por parte dos alunos, à semelhança do que acontecia no 
Applet anterior, não é muito esclarecedor sobre os acontecimentos cujas probabilidades são 
apresentadas. Pode levar a confusões, como por exemplo, entre P(c) com a P(c|a). Também, não 
especifica a que probabilidade corresponde o valor apresentado no fim de cada ramo. Por outro 
lado, pode levar os alunos a concluírem que a soma das probabilidades de cada ramo pode não 
ser um, atendendo a que os valores da probabilidade condicionada dados pela árvore inversa são 
arredondados por defeito. Outro problema de interpretação está relacionado com a utilização de 
quatro letras diferentes (a, b, c e d), podendo levar a associá-las a acontecimentos diferentes, em 
vez de dois acontecimentos e os seus complementares.    
Os elementos matemáticos implícitos neste recurso, tendo em consideração o enfoque 
OSE, constam da tabela 5. 
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Tabela 5 - Objectos matemáticos implícitos no recurso para construir diagramas em árvore 
LINGUAGEM: 
Verbal: (termos e expressões) 
Simbólica: 
 a, b e c 
c|a e c|b 
a, c|a e c|b 
P(a), P(c|a) e P(c|b) 
 
 
Gráfica:  
Diagrama de árvore 
 
Aritmético: 
Probabilidade de um acontecimento 
Números racionais 
 
 
Funcional: 
Uso de funções do Applet ”Go” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: Exploração do teorema de 
Bayes 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Experiência aleatória, acontecimento simples e 
condicionados, intersecção de acontecimentos e 
probabilidade simples, condicionada, total e 
conjunção 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Regra de Laplace 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
Probabilidade da intersecção é diferente a 
probabilidade condicionada. 
Probabilidade da intersecção em função da 
probabilidade condicionada. 
Teorema da probabilidade total 
 P(A|B) é diferente da P(B|A) 
Teorema de Bayes
  
PROCEDIMENTOS 
Operações com números racionais 
Cálculo da probabilidade simples, condicionada, 
inversa e total 
Construção do diagrama de árvore (original e inversa) 
 
 
ARGUMENTOS 
Raciocínio empírico 
 
 
 
3.4 Tarefas 
 
 
Neste estudo, a abordagem dos subtemas Probabilidade Condicionada, Árvores 
Probabilidades e Probabilidade Total e Regra de Bayes, tem por base a exploração de Applets. 
Assim, para cada Applet trabalhado, foi concebida uma tarefa. Estas têm, por um lado, o objectivo 
de orientar o trabalho a desenvolver no Applet e, por outro, contribuir para a compreensão do 
conceito de probabilidade condicionada e dos teoremas da probabilidade total e de Bayes. 
Para cada tarefa apresenta-se, em seguida, a sua descrição e análise didáctica dos 
elementos matemáticos implícitos neste recurso. 
 
Motivação Resolução 
Justificação Fundamentação 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
A 
j 
u 
d 
a 
a 
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A tarefa 1 tem a finalidade de levar os alunos a compreender o conceito de probabilidade 
condicionada e a encontrar um processo de cálculo para essa probabilidade. Permite, também, 
que os alunos percebam a diferença entre P(A|B) e P(B|A), pois há muitos estudantes que 
confundem estas probabilidades considerando-as iguais. Este tipo de erro é muito frequente em 
discentes que não são capazes de diferenciar as direcções da probabilidade condicionada, erro 
designado por falácia da condicional transposta por Falk (1986).  
Esta tarefa foi concebida para ser desenvolvida durante 45 minutos. Foi seguida de um 
momento de discussão geral, no qual participaram todos os alunos, de forma a analisar e a 
sintetizar as conclusões. 
A tarefa é constituída por duas questões. Na primeira pede-se para indicarem as respostas 
correspondentes a cada uma das questões formuladas pelo Applet. Na segunda questão 
pretende-se que os alunos descrevessem e encontrassem um processo de cálculo do valor da 
probabilidade condicionada. 
Os objectos matemáticos que intervêm na solução do problema da tarefa 1 e suas 
relações primárias apresentam-se na tabela 6. 
 
Tabela 6 – Objectos e relações primárias da tarefa 1 
LINGUAGEM: 
Verbal: (termos e expressões) 
X given red 
Red given X 
Red given O 
Probabilidade de um 
acontecimento 
 
Gráfica:  
Visualizar perante a simulação 
 
Numérica: 
Cálculo de probabilidades 
Operações com fracções 
 
Verbal: 
Explicação da situação 
 
Funcional: 
Uso de funções do Applet “ok”, 
“simulaiton” e “nother 
exemple” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da tarefa 1  
  CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios:  
Experiência aleatória, acontecimento, espaço amostral, 
acontecimentos condicionados, intersecção de acontecimentos 
e probabilidade simples, condicionada e conjunta. 
Emergentes:  
Probabilidade condicionada 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
Regra de Laplace 
Emergentes: 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
P(A|B) é diferente da P(B|A)  
PROCEDIMENTOS 
Funções do Applet, operações com fracções e cálculo da 
probabilidade condicionada. 
 
 
ARGUMENTOS 
Cálculo aplicando operações com números racionais 
Raciocínio empírico  
  
Motivação Resolução 
Justificação Fundamentação 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
A 
j 
u 
d 
a 
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A tarefa 2 foi construída com o intuito dos alunos chegarem ao teorema da probabilidade 
total e percebê-lo, através do segundo Applet apresentado. Além deste objectivo, a tarefa 
permite entender como se constrói uma árvore de probabilidades partindo de dados em tabelas 
de contingência; constatar que a probabilidade da intersecção é diferente da probabilidade 
condicionada; verificar que a probabilidade da intersecção de dois acontecimentos é dada em 
função da probabilidade condicionada por                     ou        
             . 
Os objectos matemáticos que intervêm na solução do problema da tarefa 2 e suas relações 
primárias apresentam-se na tabela 7. 
 
 
Tabela 7 – Objectos e relações primárias da tarefa 2 
LINGUAGEM: 
Verbal: (termos e 
expressões) 
fumador  
não fumador 
ser rapaz sabendo que é 
fumador 
ser rapariga sabendo que é 
fumadora 
ser rapaz sabendo que é não 
fumador 
ser rapariga sabendo que é 
não fumadora 
ser rapaz e fumador 
ser rapariga e fumadora 
ser rapaz e não fumador 
ser rapariga e não fumadora 
Intersecção 
Reunião 
Experiência aleatória 
Acontecimento 
Probabilidade de um 
acontecimento 
Gráfica:  
Tabela de dupla entrada e  
diagrama de árvore 
Aritmético: 
Cálculo da probabilidade 
(simples, condicionado e 
total) 
Números racionais 
Funcional: 
Uso de funções do Applet 
”compute” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da tarefa 2 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios:  
Experiência aleatória, acontecimento simples, espaço 
amostral, acontecimentos condicionados, intersecção de 
acontecimentos e probabilidade simples, condicionada e 
conjunta. 
Emergentes:  
Probabilidade total 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
Regra de Laplace 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
Emergentes:  
Probabilidade da intersecção é diferente a probabilidade 
condicionada. 
Probabilidade da intersecção em função da probabilidade 
condicionada:                           ou 
                      
Teorema da probabilidade total: 
     ....)( 21 BAPBAPBAPAP n  
PROCEDIMENTOS 
Funções do Applet, tradução da linguagem do Applet para a 
linguagem do problema, operações com números racionais e 
cálculo da probabilidade (simples, condicionada e total)  
 
 
ARGUMENTOS 
Cálculos aplicando operações com números racionais 
Raciocínio empírico   
 
 
Motivação Resolução 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
A 
j 
u 
d 
a 
Justificação Fundamentação 
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Esta tarefa é constituída por uma situação problema em que os dados eram apresentados 
numa tabela de contingência e se formulavam cinco questões. A primeira questão pretendia que 
os alunos associassem a linguagem utilizada no problema com a linguagem do Applet, de modo a 
poderem compreender a estrutura do diagrama de árvore. A questão dois pedia para 
transcreverem o diagrama de árvore construído pelo Applet. A terceira e quarta questões 
apelavam à identificação de cada uma das probabilidades apresentadas no diagrama de árvore. A 
questão quatro solicitava, ainda, que explicassem um processo de cálculo para a probabilidade da 
intersecção de dois acontecimentos, ou seja, os alunos deviam concluir que, de um modo geral, 
                    A última questão requeria a aplicação do teorema da probabilidade 
total a um caso concreto e, dessa forma, os alunos iriam concluir que 
     ....)( 21 BAPBAPBAPAP n . 
Nesta tarefa, foi promovido o trabalho em grupos de dois e de três elementos. Na parte 
final da aula teve lugar uma discussão geral, na qual participaram todos os grupos e procurou-se 
analisar as conclusões a que cada grupo tinha chegado.  
 
A tarefa 3 teve como principal objectivo introduzir o teorema de Bayes através da 
construção da árvore inversa, pelo que permitiu, também, perceber como se constrói a árvore de 
probabilidades inversa.  
Esta tarefa parte de uma situação-problema em que são apenas fornecidos os dados 
necessários para a utilização do terceiro Applet apresentado na parte dos recursos. A tarefa é 
constituída por seis questões. Para a resolução das duas primeiras questões não foi pedido o 
recurso ao Applet por se considerar que, nesta fase, os alunos já dominam a técnica de 
construção da árvore de probabilidade, assim como o cálculo da probabilidade total (trabalhado 
na tarefa 2). A terceira questão pedia para construir a árvore inversa com recurso ao Applet. Na 
quarta questão é solicitada a identificação de todas as probabilidades apresentadas na árvore de 
probabilidades inversa. Esta questão tem a intenção de proporcionar a compreensão dos 
acontecimentos envolvidos na árvore inversa e, desta forma, perceber o que é uma árvore inversa 
e como pode ser construída. As duas últimas questões envolviam encontrarem processo de 
cálculo das probabilidades condicionadas, dadas na árvore inversa, a partir da probabilidade 
conjunta e da probabilidade condicionada dada na árvore original, ou seja, orientava a inferência 
do teorema de Bayes. 
A metodologia e a duração utilizadas para a realização desta tarefa foram iguais às da 
tarefa 2.  
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Os objectos matemáticos que intervêm na solução do problema da tarefa 3 e suas 
relações primárias constam da tabela 8. 
 
Tabela 8 –  Objectos e relações primárias da tarefa 3 
LINGUAGEM: 
Verbal (termos e expressões): 
chegar atrasado; 
não chegar atrasado; 
ir a pé dado que chegou 
atrasado;  
ir de carro dado que chegou 
atrasado; 
ir a pé dado que não chegou 
atrasado; 
ir de carro dado que não 
chegou atrasado; 
ir a pé e chegar atrasado; 
ir de carro e chegar atrasado; 
ir a pé e não chegar atrasado; 
 ir de carro e não chegar 
atrasado 
 
Simbólica: 
 A,   , C,    
P                            
                                   
                       
                
 
 
 
 
Gráfica:  
Diagrama de árvore; 
 
Aritmético: 
Probabilidade de um 
acontecimento (simples, 
condicionada e total) e 
números racionais 
 
 
Funcional: 
Uso de funções do Applet ”Go” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da tarefa 3 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios:  
Experiência aleatória, acontecimento, espaço amostral, 
acontecimentos condicionados, intersecção de acontecimentos 
e probabilidade simples, condicionada e conjunta. 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
Regra de Laplace 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B


 
Probabilidade da intersecção é diferente a probabilidade 
condicionada. 
probabilidade da intersecção em função da probabilidade 
condicionada: 
                   ou                       
Teorema da probabilidade total: 
     ....)( 21 BAPBAPBAPAP n  
 
Emergentes:  
Constatar que a P(A|B) é diferente da P(B|A) 
 
Teorema de Bayes:
 
 
)B|A(P)B(P
)B|A(PBP
)A|B(P
k
n
1k
k
jj
j





 
 
PROCEDIMENTOS 
Interpretação dos dados  
Tradução da linguagem do Applet para a linguagem do 
problema 
Operações com números racionais 
Cálculo da probabilidade simples, condicionada, inversa e total 
Construção do diagrama de árvore com recurso ao Applet.        
    
 
 
ARGUMENTOS 
Cálculo aplicando operações com números racionais 
Raciocínio empírico  
 
 
 
 
Motivação Resolução 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
A 
j 
u 
d 
a 
Justificação Fundamentação 
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3.5 Avaliação 
 
 
 A avaliação é parte integrante do processo de ensino-aprendizagem e deve, como propõe 
NCTM (2007, p. 23), “apoiar a aprendizagem de uma matemática relevante e fornecer 
informações úteis quer para os professores quer para os alunos”. Acrescenta que a avaliação deve 
ser feita para alunos, de forma a que estes melhorem as suas aprendizagens. Neste sentido, o 
professor deve diversificar as formas de avaliação, propondo, inclusive, a realização de tarefas 
com recurso às ferramentas trabalhadas nas aulas. Assim, a tarefa de avaliação elaborada foi 
constituída por dois problemas que poderiam ser resolvidos com recurso aos dois últimos Applets 
trabalhados nas aulas.   
A tarefa de avaliação realizou-se no final dos subtemas de ensino, de modo individual e 
teve a duração de 90 minutos, não tendo sido prestado qualquer esclarecimento em relação ao 
enunciado. Esta tarefa é constituída por cinco questões, algumas delas com mais do que uma 
alínea, e pretendia avaliar o desempenho dos alunos em relação: 
- ao cálculo da probabilidade simples, conjunta, condicionada e total; 
- ao cálculo da probabilidade condicionada numa experiência sem reposição; 
- ao cálculo da probabilidade condicionada quando o eixo temporal é invertido; 
- à utilização de procedimentos para representar a informação. 
 
Note-se que existiam questões onde o cálculo da probabilidade condicionada podia ser 
resolvido através da restrição do espaço amostral e outras recorrendo ao teorema de Bayes.  
As questões da tarefa de avaliação assumiram o formato de resposta aberta e foram 
retiradas ou adaptadas de diferentes estudos e do exame nacional da disciplina de MACS. As 
questões que merecem maior atenção são as questões 1, 4 e 5. A primeira questão é constituída 
por quatro itens e consistia num problema real em que os dados eram apresentados na forma de 
frequências absolutas através de uma tabela de contingência. Nesses itens era solicitado o cálculo 
de diferentes tipos de probabilidades. Assim, no primeiro temos uma probabilidade simples, no 
segundo uma probabilidade conjunta e nos dois restantes uma probabilidade condicionada. O 
valor da probabilidade condicionada podia ser encontrado por recurso ao segundo Applet 
trabalhado, através da restrição do espaço amostral ou pela definição. A quarta questão diz 
respeito a um problema da vida real em que os dados são apresentados na forma de frequências 
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absolutas e de proporções, sendo constituída por três itens. No primeiro pretendia-se o valor da 
probabilidade total e no segundo e terceiro o cálculo de uma probabilidade condicionada. No que 
respeita ao terceiro item, os alunos tinham, ainda, de ter em consideração que era necessário 
determinar a probabilidade do acontecimento contrário cuja probabilidade era pedida no 
primeiro item. A última questão diferia da anterior em termos do formato de apresentação dos 
dados, uma vez que estes eram apresentados em forma de percentagem. Um dos processos de 
resolução desta questão envolvia a aplicação do teorema de Bayes.    
   Para a avaliação final dos subtemas também contribuíram a participação dos alunos nas 
tarefas, individuais ou em grupo, e nos momentos de discussão. 
Os objectos matemáticos que intervêm na solução dos problemas da tarefa de avaliação e 
suas relações primárias constam da tabela 9.  
 
Tabela 9 – Objectos e relações primárias da tarefa de avaliação 
LINGUAGEM: 
Verbal (termos e expressões): 
Questão 1: 
 tem mais de 55anos;  
 tem menos de 55 anos; 
 sofreu um ataque cardíaco;  
 não sofreu um ataque cardíaco. 
Questão 2: 
ser fumador sabendo que é do sexo 
masculino; 
ser fumador sabendo que é do sexo 
feminino. 
Questão 3: 
a primeira bola ser branca, 
a segunda bola ser branca. 
Questão 4: 
lata defeituosa, produzida pela máquina 
M1 e produzida pela máquina M2 
Questão 5: 
sexo masculino, sexo feminino, 
apresentar a razão A,  apresentar a 
razão B  e   apresentar a razão C 
 
 
Simbólica: 
 Questão 1:  
A,   , C,   , P                         
Questão 3: 
B1 , B2 , P(B1), P(B2),       , P(B1|B2), 
 P(B1   B2),  P(B2 |B1) e             
Questão 4: 
D, M1, M2,                     
                          e 
         
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
SITUAÇÃO PROBLEMA: enunciado da tarefa de avaliação 
  
CONCEITOS/DEFINIÇÕES 
Prévios: 
Acontecimento (simples e condicionados), espaço 
amostral e intersecção de acontecimentos  
Questões 1 b) c) e d), 2,3,4 e 5: probabilidade simples. 
 
Emergentes:  
Questão 1: 
– a) Probabilidade simples  
– b) Probabilidade conjunta  
– c) e d) Probabilidade condicionada  
Questões 2, 3 e 5: Probabilidade condicionada 
Questão 4:  
4.1- Probabilidade total 
4.2 e 4.3- Probabilidade condicionada 
 
PROPRIEDADES/PROPOSIÇÕES 
Prévios:  
          
Questão 1- alínea c) e d), 2,3,4 e 5: Regra de Laplace,    
Questão 4 alínea 4.3:      )= 1- P(A) 
Emergentes:  
Questão 1– alínea a) e b): Regra de Laplace 
Questão 1– alínea c) e d) , questão 2, questão 3- alínea 
3.1 e questão 4 – alínea 4.2 e 4.3: 
( )
( | )
( )
P A B
P A B
P B

  e P(A|B) é diferente da P(B|A)  
 
Questão 4- alínea 4.1: Teorema da probabilidade total 
Questão 3- alínea 3.2 e questão 5: Teorema de Bayes 
Motivação Resolução 
E 
x 
p 
r 
e 
s 
s 
a 
A 
j 
u 
d 
a 
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Questão 5: 
M, F,  A, B, C,P(M), P(F), P(M|A), P(A|M)  
e  P(A|F) 
Gráfica:  
Questão 2, 3, 4 e 5: diagrama de árvore 
Aritmético: 
Questão 1, 2, 3, 4 e 5: 
Probabilidade de um acontecimento 
(simples, conjunta e condicionada) e 
números racionais 
Funcional: 
Questão 1 e 2. 
 Uso de funções do Applet : ”Go” e   
”compute” 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
PROCEDIMENTOS 
Interpretação dos dados  
Tradução do problema de linguagem corrente para 
linguagem simbólica 
Identificação da probabilidade pedida 
Operações com números racionais. 
Calculo a probabilidade (simples, conjunta ou 
condicionada) 
Questões: 1, 3, 4 e 5: Construir do diagrama de árvore  
Questões: 2: Construir do diagrama de árvore da árvore 
inversa. 
 
 
 
ARGUMENTOS 
Cálculo aplicando operações com números racionais 
Visualização do diagrama de árvore 
Raciocínio empírico  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Justificação   Fundamentação 
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Capítulo 4 
 
Enquadramento metodológico 
 
 
Neste capítulo, organizado em cinco secções, descreve-se e justifica-se a metodologia de 
investigação adoptada, especificam-se as diferentes fases do estudo, faz-se uma caracterização 
dos participantes e refere-se a forma de recolha e análise dos dados. 
 
 
4.1 Opções metodológicas 
 
Num trabalho de investigação a problemática a que se pretende dar resposta e as 
características do objecto de estudo determinam o paradigma da investigação. Nesta perspectiva, 
tendo presente que a investigação tem como principal objectivo identificar e compreender as 
dificuldades que os alunos de MACS sentem nos conteúdos relacionados com a probabilidade 
condicionada e descrevê-las, quando estes são ensinados recorrendo a Applets, optou-se por uma 
abordagem de natureza qualitativa. Com efeito, o estudo enquadra-se nas cinco características 
indicadas por Bogdan e Biklen (1994) para metodologia qualitativa:  
(i) a fonte directa de dados é o ambiente natural, constituindo o investigador o instrumento 
principal (ao ser simultaneamente professora e investigadora permite a observação de 
todas as acções no ambiente natural, sala de aula);  
(ii) é descritiva (os dados recolhidos são descritivos, tendo a forma de palavras ou imagens);  
(iii) o investigador interessa-se mais pelo processo do que pelos resultados ou produtos (o 
foco do estudo reside na identificação das dificuldades e nos procedimentos que os 
alunos de MACS apresentam na resolução de problemas de probabilidade condicionada e 
não nos resultados obtidos);  
(iv) a análise dos dados é feita de forma indutiva (o objectivo não é confirmar hipóteses 
prévias, apenas procurar identificar aspectos específicos nos dados recolhidos, 
contributos para o estudo. “O processo da análise dos dados é como um funil: as coisas 
estão abertas no início (ou no topo) e vão tornando-se mais fechadas e específicas no 
extremo”(id, p. 50 ), ou seja, na fase inicial será estudada toda a turma (com o intuito de 
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identificar  as dificuldades que os alunos de MACS apresentam no conteúdo probabilidade 
condicionada e, a partir desse conhecimento geral, escolhem-se os casos a estudar de 
modo a materializarem-se os objectivo da investigação.);  
(v) é importante conhecer o significado que os participantes atribuem às suas experiências 
(ao realizar entrevistas pretende-se esclarecer as dificuldades manifestadas, os 
procedimentos utilizados na resolução dos problemas de probabilidade condicionada e 
importância do recurso Applets). 
Na opinião de Ponte (2002, p. 17), “é a natureza das questões de investigação formulada 
que determinam a natureza do objecto de estudo e dos dados recolhidos”.  
Yin (1994, p. 13) considera o estudo de caso como “uma investigação empírica que 
investiga um fenómeno no seu ambiente natural, quando as fronteiras entre o fenómeno e o 
contexto não são bem definidas e *…+ em que múltiplas fontes de evidência são usadas”.  
Por sua vez, Sousa (2005, p.139) considera que o estudo de caso “visa essencialmente a 
compreensão do comportamento de um sujeito, de um dado acontecimento, ou de um grupo de 
sujeitos *…+ considerados como entidade única, diferente de qualquer outra, numa dada situação 
contextual específica, que é o seu ambiente natural.”  
Assim, a estrutura da presente investigação empírica ajusta-se à modalidade de estudo de 
caso, pois quer-se conhecer a realidade tal como ela é vista pelos participantes (Ponte, 1994), de 
acordo com o objectivo do estudo. Acresce que, ao tratar-se de uma experiência de ensino, é 
escasso o controlo que se pode ter sobre os acontecimentos. 
 Ao ser uma investigação que incide sobre a própria prática da investigadora vai levá-la a 
assumir diversas funções. Assim, teve os papéis de investigadora-instrumento e observadora-
participante, visto que se pretende compreender a situação do ponto de vista de quem a vive e 
dela faz parte e a recolha e análise dos dados é, toda, feita por si. 
Ao agir como investigadora, além de desempenhar os seus deveres como professora, 
também se observa a si própria, obtendo uma visão mais ampla do que se passa na sala de aula 
(Bogdan & Biklen, 1994). Por essa razão, a autora do estudo pensa encontrar-se numa situação 
privilegiada para conhecer e compreender melhor os problemas da sala de aula, nomeadamente, 
as dificuldades que os alunos de MACS sentem no conteúdo probabilidade condicionada. Por 
outro lado, necessita-se de criar um distanciamento entre o investigador e o objectivo da 
investigação, de modo a que esta não tenha enviesamentos provocados pela subjectividade do 
investigador. 
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4.2 Caracterização dos participantes  
 
 
Esta investigação desenvolveu-se numa escola secundária com 3.º ciclo do interior do 
distrito de Coimbra, onde a investigadora exerce funções docentes desde 1994.  
Como se pretende identificar e compreender as dificuldades que os alunos de MACS 
sentem nos conteúdos relacionados com a probabilidade condicionada e descrevê-las, quando 
estes são ensinados com recurso a Applets, serão escolhidos, para participantes, os alunos de uma 
turma do 11º ano, do curso geral Científico-Humanístico: Línguas e Humanidades. A sua escolha 
atendeu ao facto de já terem sido alunos da investigadora no ano lectivo anterior, permitindo-lhe 
conhecer, previamente, as suas características como turma e a forma como trabalham. 
A turma é constituída por 20 alunos, 6 rapazes e 14 raparigas, sendo que apenas 16 se 
encontram inscritos à disciplina de Matemática Aplicada às Ciências Sociais.  
No início do ano lectivo, as idades dos alunos da turma que frequentam a disciplina, 
enquadram-se entre os 16 e os 18 anos, distribuídas como indicado na tabela 10.   
Tabela 10 – Idades dos alunos da turma no início do ano lectivo 
 
 
 No que respeita ao seu passado escolar, oito alunos apresentam retenções: dois alunos 
duas e seis alunos uma.  
As habilitações literárias dos pais encontram-se entre o 4º ano de escolaridade e o ensino 
superior, como se pode observar no gráfico da figura 15. 
 
Habili 
 
 
 
 
 
 
 
 Figura 15 – Habilitações literárias dos pais dos alunos da turma do estudo 
  
 
Idade 16 17 18 
Nº de alunos 7 7 2 
Habilitações literárias dos pais 
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- 50 - 
 
Quanto às profissões, predomina, nos homens, a área da construção civil e trabalho 
doméstico, nas mulheres.   
A maioria dos encarregados de educação não costuma frequentar as reuniões convocadas 
e raramente contacta a directora de turma para obter informação do seu educando, 
demonstrando, desta forma, pouca preocupação no acompanhamento dos seus filhos no 
processo educativo. 
 O conselho de turma, aquando da avaliação do primeiro período, considerou que a 
maioria dos alunos apresenta dificuldades de raciocínio lógico dedutivo, de espírito crítico, de 
aplicação de conhecimentos a novas situações e nas competências de língua materna, 
nomeadamente na compreensão de enunciados escritos, bem como na expressão escrita ao nível 
dos mecanismos de coerência e coesão textuais. 
Apesar das dificuldades que apresentam, são alunos com os quais, de um modo geral, se 
trabalha bem. Por vezes, revelam-se um pouco conversadores, com alguma infantilidade que lhes 
está associada, mas sempre dentro dos limites da boa educação.  
O aproveitamento dos alunos da turma, no primeiro e segundo período, à disciplina de 
MACS foi satisfatório conforme se pode constatar na figura 16. 
 
 
 
                          
 
   
 
 
 
 
Figura 16 – Aproveitamento no 1º e 2º período à disciplina de MACS 
 
Estes alunos assumem um papel principal na investigação sendo o objecto de estudo que, 
por razões de anonimato, serão designados por A1, A2, … , A16. Assim, cada aluno irá ser um 
caso, de modo a evidenciar a sua perspectiva da realidade. A aluna denominada por A16 não foi 
considerada na investigação devido a assiduidade irregular por motivo de doença, comprovada 
por atestado médico. 
Aproveitamento na disciplina de M.A.C.S.
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4.3 Fases do estudo 
 
A presente investigação decorreu entre Setembro de 2010 e Outubro de 2011 e 
desenvolveu-se em três fases.  
A primeira fase aconteceu entre Setembro e Dezembro de 2010, com a revisão da 
literatura sobre os temas de natureza teórica e da metodologia de investigação a adoptar. Foram 
ainda dados a conhecer à escola, aos participantes e aos encarregados de educação os objectivos 
da investigação e solicitadas as autorizações que a viabiliza. Sendo a investigadora, 
simultaneamente professora e directora de turma, encontrou-se numa situação privilegiada para 
esse efeito junto dos encarregados de educação, tendo as autorizações sido solicitadas durante o 
mês de Dezembro. Desde que foram informados, os alunos mostraram toda a disponibilidade e 
empenho em colaborar neste estudo. No que respeita à solicitação à Direcção da Escola, 
decorreu durante o mês de Novembro, tendo sido de imediato cedida a permissão para a 
realização da investigação e dado o apoio necessário para a sua concretização. Os respectivos 
pedidos encontram-se no anexo I. Também nesta fase, se realizou a planificação da sequência 
didáctica e a elaboração de todo o material necessário, tendo em conta as orientações 
curriculares do programa da disciplina. Para tal, começou-se por analisar todos os recursos 
disponíveis na internet que constam da tese de mestrado de Contreras (2009). Após esse 
momento, procedeu-se à selecção dos Applets que permitiam uma abordagem mais opulenta dos 
conteúdos e procedimentos mencionados no programa da disciplina de MACS e, 
consequentemente, a elaboração das tarefas de apoio a esses Applets.  
A recolha de dados decorreu durante os meses de Janeiro e Fevereiro de 2011, numa 
segunda fase. Neste período, foi implementada a sequência didáctica com recurso a Applets, foi 
realizada uma análise geral das produções dos alunos quer nas tarefas de apoio aos Applets quer 
na tarefa de avaliação e promovidas as entrevistas.  
Para Bodgan e Biklen (1994) é recomendável que alguma análise de dados seja realizada 
durante a recolha de dados, senão estes poderão não ter orientação e poderão não ser 
suficientemente completos para a análise. Seguindo esta instrução, a análise dos dados foi 
efectuada de forma recursiva durante a segunda fase. Assim, procedeu-se a uma análise das 
respostas produzidas pelos alunos quer nas tarefas utilizadas para acompanhamento dos Applets 
quer em algumas questões da tarefa de avaliação, tendo por base os objectos matemáticos que 
intervêm na solução dos problemas e suas relações primárias. Esta análise assume um papel 
fundamental, uma vez que permitiu quer ficar com uma visão global do material recolhido quer 
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identificar as dificuldades apresentadas pelos alunos na resolução de problemas de probabilidade 
condicionada. Na posse desta informação, seleccionaram-se os alunos para a realização das 
entrevistas e prepararam-se as mesmas, tendo em consideração aspectos teóricos revistos da 
literatura. 
A terceira e última fase, que decorreu de Março a Outubro de 2011, destinou-se a uma 
análise profunda e detalhada de toda a informação recolhida, à realização de leituras, de modo a 
complementar as anteriormente realizadas, ao tratamento e interpretação dos dados e à 
produção por escrito dos resultados e conclusões da investigação.  
 
 
4.4 Instrumentos de recolha de dados 
 
 
Numa investigação, a recolha de dados deve ser sistemática e organizada, de modo a 
reunir informações variadas, numerosas e pormenorizadas, que abranjam tão extensivamente 
quanto possível o fenómeno em estudo. Recorreu-se, assim, a mais do que um instrumento de 
recolha de dados, nomeadamente, diário de bordo, entrevista e documentos escritos produzidos 
pelos alunos.  
 
4.4.1 Diário de Bordo   
 
Bogdan & Biklen (1994) referem a observação participante como técnica de recolha de 
dados. Já Yin (1994) considerava que a observação participante representa um modo de 
observação no qual o investigador não é meramente um observador passivo, mas desempenha 
algum papel na situação que está a ser estudada ou participa em actividades com ela 
relacionadas. As observações realizadas no âmbito deste trabalho de investigação decorreram 
durante as aulas de implementação da sequência didáctica. Foi neste ambiente que foram 
recolhidos alguns dados através da observação dos participantes no seu meio natural, o que é 
bastante importante num estudo desta natureza. A observação da turma permitiu dar alguns 
contributos para identificar as dificuldades que os alunos de MACS apresentam na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada, assim como a forma como os alunos conseguem, ou 
não, concretizar os objectivos pretendidos através da utilização dos Applets. Por outro lado, 
também possibilitou recolher reacções dos alunos sobre os Applets trabalhados. 
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De acordo com Bogdan e Biklen (1994), para que um estudo qualitativo seja bem 
sucedido, é fundamental que o investigador observe e registe sistematicamente, devendo ser o 
mais objectivo possível. Assim, essa observação directa e os dados que eram recolhidos foram 
registados, algumas vezes durante a aula ou após o seu término, no diário de bordo. 
 O diário de bordo é para Ponte (2002, p.18) um instrumento “onde o investigador regista 
os acontecimentos relevantes que vão surgindo no decurso do trabalho, bem como as ideias e 
preocupações que lhe vão surgindo”. Com este intuito, foi elaborado um diário de bordo para ser 
usado no decurso da unidade de ensino e cujo guião consta do anexo II. Caso não se efectuasse 
este trabalho, os registos observados ficariam apenas na memória da investigadora e podiam 
perder-se com o decorrer do tempo. 
 O diário de bordo elaborado apresenta a seguinte estrutura: i) identificação da aula, com 
o número da aula e da tarefa, data e o tempo previsto e utilizado; ii) antes da aula, as expectativas 
da professora; iii) durante a aula, salientando a forma como é apresentada a tarefa e o 
desenvolvimento da tarefa (dificuldades na realização da tarefa, questões colocadas pelos alunos 
e respostas dadas pela professora e discussão geral); iv) após a aula, reconstrução de diálogos 
quer entre os alunos quer entre a professora e os alunos e reflexão sobre o desenvolvimento da 
tarefa; e v) observações, registos pertinentes que ainda não tinham sido mencionados.  
O diário de bordo forneceu dados que permitem mostrar as dificuldades e o trabalho 
desenvolvido pelos grupos e pela turma na realização das tarefas propostas, como se verá 
adiante. 
 
4.4.2 Entrevista   
 
As entrevistas são uma das principais fontes de informação para um estudo de caso (Yin, 
1994). Este instrumento é utilizado “para recolher dados descritivos na linguagem do próprio 
sujeito, permitindo ao investigador desenvolver intuitivamente uma ideia sobre a maneira como 
os sujeitos interpretam” (Bogdan & Biklen, 1994, p.134). Permitem, ainda, na opinião de Sousa 
(2005, p.247) que “se efectuem os porquês e os esclarecimentos circunstanciais que possibilitem 
uma melhor compreensão das respostas”.  
As entrevistas qualitativas podem diferir quanto à sua estrutura. Considera-se como 
situação extrema a entrevista estruturada e a não estruturada.  
Para Sousa (2005), a entrevista procura estudar os pensamentos, os sentimentos e a 
conduta de cada entrevistado. Neste âmbito, este tipo de entrevista pode proporcionar 
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conhecimento relevante sobre a aprendizagem e compreensão dos conceitos matemáticos 
(probabilidade condicionada) pelos alunos. 
Assim, neste estudo, foi usada a entrevista, uma vez que possibilita ao investigador obter 
informação dos alunos sobre o modo como pensam e aprendem. 
 Para garantir a qualidade da entrevista, deve a mesma ser preparada e estruturada 
previamente. A estrutura da entrevista depende do problema formulado e do objectivo da 
mesma. Para a sua realização, fez-se um levantamento das principais dificuldades e dos tipos de 
procedimentos apresentados pelos alunos na resolução das questões da tarefa de avaliação 
pertinentes para a presente investigação. Esse levantamento conduziu a que as entrevistas 
deveriam ser feitas individualmente aos alunos designados por A2, A5, A7, A8, A11, A12 e A14. 
As entrevistas foram conduzidas directa e pessoalmente pela investigadora, com uma 
duração que variou consoante os alunos, oscilando entre uma e duas horas. Foram, ainda, 
realizadas na escola e passado poucos dias após os alunos terem realizado a tarefa de avaliação. 
Em todas as entrevistas os alunos mostraram grande à-vontade, não parecendo ter havido receios 
ou timidez para falarem sobre as questões colocadas, apesar de estarem a ser gravadas em áudio. 
Para esta entrevista, que decorreu de modo aberto e fluido, foi usado um guião conforme 
consta do anexo III. O guião é constituído por três partes, a primeira refere-se à identificação; a 
segunda diz respeito a considerações sobre a disciplina, os Applets trabalhados e os 
procedimentos que podem ser utilizados na resolução de problemas de probabilidade 
condicionada; a última envolve as resoluções produzidas pelos alunos na tarefa de avaliação.  
Este procedimento permitiu facultar uma visão mais detalhada e profunda das experiências 
dos alunos de MACS e, consequentemente, uma informação mais pormenorizada das dificuldades 
apresentadas na resolução de problemas de probabilidade condicionada e da relevância dos tipos 
de procedimentos e dos recursos utilizados.  
 
4.4.3 Documentos 
   
Pretende-se analisar as respostas que os alunos de MACS apresentam na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada. Para o efeito, procedeu-se à recolha de diversos 
documentos, a saber: resolução das tarefas de acompanhamento dos Applets, diário de bordo, 
produções dos alunos em algumas das questões da tarefa de avaliação e transcrição das 
entrevistas realizadas.  
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Para além destes, foi necessário recorrer às fichas com os dados biográficos dos alunos 
(preenchidas no início do ano lectivo), à avaliação do final do primeiro e segundo períodos e às 
actas do conselho de turma, com o intuito de obter informação que permitisse caracterizar os 
alunos participantes no estudo.    
A análise destes documentos constituiu a principal fonte de recolha de informação no 
âmbito do estudo desenvolvido e permitiu uma compreensão mais concreta de algumas 
dificuldades e dos procedimentos utilizados pelos alunos. 
 
 
4.5 Forma como os dados vão ser tratados na dissertação    
 
 
A análise dos dados incidiu sobre os registos no diário de bordo, as respostas dadas nas 
tarefas de apoio à exploração dos Applets, as respostas apresentadas na tarefa de avaliação e os 
conteúdos das transcrições das entrevistas. 
A análise dos dados começou com a elaboração de uma síntese das informações recolhida 
durante a realização das tarefas de apoio aos Applets, nomeadamente no que respeita a sua 
concretização e ao reconhecimento dos Applets trabalhados para a contribuição da 
aprendizagem.  
Seguidamente, foram analisadas separadamente as respostas dos alunos dadas nas 
questões 1, 4 e 5 da tarefa de avaliação, tendo por base os objectos matemáticos que intervêm na 
solução dos problemas e suas relações primárias. Essas respostas foram classificadas, para além 
das não respostas, em correctas e não correctas, considerando como resposta correcta a que 
obtém o mesmo resultado que o da resolução apresentada em anexo. Neste sentido, determinou-
se as frequências absolutas das respostas correctas, que se resumiram em tabela, e analisou-se as 
respostas consideradas erradas no sentido de identificar as dificuldades apresentadas, sendo 
estas resumidas também através de uma tabela de frequências absolutas. Ao mesmo tempo que 
se analisavam as respostas certas e erradas eram identificados e classificados os procedimentos 
utilizados pelos alunos. Seguidamente, foram confrontados os resultados obtidos com as 
informações recolhidas no diário de bordo e nas entrevistas realizadas. 
Os resultados obtidos nos passos anteriores possibilitaram a definição das seguintes classes 
de análise: procedimentos utilizados e dificuldades apresentadas, para cada uma das questões da 
tarefa de avaliação que mereceram maior atenção nesta investigação. Assim, na apresentação e 
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análise dos dados, para cada uma dessas classes, são apresentados exemplos ilustrativos de 
respostas diferentes, representando a informação mais importante em termos didácticos. Além 
disso, sempre que oportuno, a informação será complementada com as contribuições e 
importância dos Applets estudados e com transcrições das entrevistas. 
Desta forma, e tendo por base estas categorias e as questões do estudo, pretende-se dar 
resposta as questões de investigação. 
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Capítulo 5 
 
 
Apresentação e análise dos dados 
 
 
Neste capítulo apresentam-se e analisam-se os dados obtidos durante o desenvolvimento 
da sequência didáctica “Probabilidade condicionada” aplicada com base na utilização de 
ferramentas informáticas – Applets – e, ainda, os dados recolhidos através da entrevista semi-
estruturada a alguns dos alunos que integram a investigação.  
Começa-se por fazer uma síntese das informações recolhidas durante a realização das 
tarefas no que respeita à sua concretização e ao reconhecimento da importância dos Applets 
trabalhado para a contribuição da aprendizagem.    
Seguidamente, são sujeitas a análise de dados as três questões da tarefa de avaliação, 
apresentando um a descrição dos procedimentos utilizados e das dificuldades apresentadas pelos 
alunos.  
 
 
5.1 Principais aspectos decorrentes do desenvolvimento das tarefas de 
apoio aos Applets 
 
 
Durante a realização da sequência didáctica, e mais especificamente na realização das 
tarefas de apoio aos Applets, registou-se no diário de bordo os aspectos mais relevantes do 
desenvolvimento das referidas tarefas. Nesta secção apresentam-se alguns desses aspectos 
confrontados, sempre que possível, com as opiniões dos alunos recolhidas durante as entrevistas. 
A aprendizagem do conceito de probabilidade condicionada, da probabilidade total e do 
teorema de Bayes processou-se através da participação dos alunos na resolução das tarefas e a 
partir das interacções entre os alunos de cada grupo, entre grupos e entre os alunos e a 
professora. Estas interacções influenciaram de forma positiva o trabalho desenvolvido pelos 
alunos. Por outro lado, a professora desempenhou o seu papel de forma discreta, pois procurou 
orientar os alunos no seu trabalho sem lhe reduzir a atitude investigativa. 
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A primeira tarefa teve o objectivo de levar os alunos a compreender o conceito de 
probabilidade condicionada e a encontrar um processo de cálculo para essa probabilidade. Além 
disso, proporciona que os alunos percebam a diferença entre P(A|B) e P(B|A). 
Pela reacção dos alunos quer na realização da tarefa quer na discussão geral, constatou-se 
que estes ficaram conscientes que a probabilidade condicionada, quando se conhece o espaço de 
resultado, corresponde à probabilidade do número de casos possíveis na restrição do espaço de 
resultados ao acontecimento condicionante. Esta mesma situação foi testada numa questão da 
tarefa de avaliação.  
Por outro lado, o Applet trabalhado permite confrontar o valor de uma probabilidade 
condicionada com o valor de outra probabilidade condicionada resultante da troca dos papéis dos 
acontecimentos envolvidos. Através desta funcionalidade verificou-se que os alunos concluíram 
que P(A|B) é diferente da P(B|A).  
 Quanto à finalidade de os alunos encontrarem um processo de cálculo para a 
probabilidade condicionada não se verificou de forma tão imediata, tendo sido necessário, na 
discussão geral, a intervenção da professora para a sua concretização. 
O Applet trabalhado nesta tarefa mostrou-se de extrema importância para a obtenção dos 
objectivos propostos, assim como foi um elemento de motivação para o conteúdo trabalhado. 
Este facto veio a concretizar-se na entrevista, dado que foi considerado mais interessante quer 
pela existência de cores quer por permitir visionar os objectos envolvidos. 
A tarefa 2 pretende que os alunos cheguem à expressão do teorema da probabilidade total, 
aplicada a uma situação concreta, e permitir entender como se constrói uma árvore de 
probabilidades partindo de dados em tabelas de contingência. Assim, no que respeita ao primeiro 
objectivo, foi materializado na discussão geral, depois dos alunos terem trabalhado com um caso 
concreto (probabilidade de sair a uma rapariga). No que diz respeito à aprendizagem dos 
processos necessários para a construção da árvore de probabilidades, considerou-se atingido, 
dado que este foi o procedimento preferido por todos os alunos entrevistados e também utilizado 
na maioria das respostas apresentadas às questões da tarefa de avaliação.  
O Applet trabalhado nesta tarefa foi considerado, pelos alunos entrevistados, o que melhor 
ajudou a compreender os conteúdos tratados, pois este permitiu encontrar um novo 
procedimento que resume a maior parte das probabilidades e, como alguns referiram, “é através 
do diagrama de árvore que consigo responder melhor às questões”. 
A tarefa 3 foi constituída para apoio à exploração do terceiro Applet trabalhado que 
proporcionava, a partir de uma probabilidade simples e duas probabilidades condicionadas, a 
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construção da árvore de probabilidades e a árvore de probabilidades inversa. Assim, com esta 
tarefa pretendeu-se introduzir o teorema de Bayes e perceber como se constrói a árvore de 
probabilidades inversa.  
Relativamente à explicitação de um processo para o cálculo das probabilidades 
condicionadas dada na árvore inversa, em função da probabilidade conjunta, não foi objecto de 
qualquer obstáculo por parte dos alunos. Por sua vez, a pretensão de obter uma explicação para o 
processo de cálculo das probabilidades condicionadas dada na árvore inversa em função da 
probabilidade condicionada apresentada no diagrama de árvore original não foi fácil de 
concretizar, pois verificou-se que nenhum aluno conseguiu responder a essa questão. Na 
discussão geral, só após algumas indicações dadas pela professora, é que alguns dos alunos 
conseguiram a sua concretização.  
 
5.2 Respostas, procedimentos e dificuldades apresentados pelos alunos 
nalgumas questões da tarefa de avaliação 
 
 
Nesta secção apresentam-se os procedimentos e dificuldades apresentadas pelos alunos de 
MACS, suportados por extractos da resolução de algumas das questões da tarefa de avaliação. 
 
     5.2.1 Questão 1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
1. Realizou-se uma entrevista a um grupo de homens de uma determinada população, e 
obtiveram-se os seguintes resultados: 
 Tem menos de 55 anos Tem mais de 55 anos Total 
Sofreu um ataque 
Cardíaco 
29 75 104 
Não sofreu ataque 
Cardíaco 
401 275 676 
Total 430 350 780 
Apresente os resultados arredondados as milésimas. 
 
Se escolhermos ao acaso uma destas pessoas: 
a) Qual a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um ataque cardíaco? 
c) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a probabilidade que 
tenha mais de 55 anos? 
d) Sabendo que a pessoa escolhida não sofreu de ataque cardíaco, qual a probabilidade de 
tem menos de 55 anos? 
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A questão 1 é constituída por quatro alíneas com os dados expostos na forma de 
frequências absolutas através de uma tabela de contingência. Desta forma, pretende-se que os 
alunos reconheçam e calculem a probabilidade simples, conjunta e condicionada, assim como 
diferenciem entre esses tipos de probabilidade.  
Verificou-se que esta questão foi respondida por todos os alunos. Na sua resolução os 
alunos podiam optar por utilizar o segundo Applet estudado. Um dos procedimentos poderia ser a 
construção do diagrama de árvore representativo dos dados, tendo sido a opção utilizada por 
nove alunos. Destes, sete recorreram ao segundo Applet estudado para encontrarem a árvore de 
probabilidades e um utilizou-o apenas para confirmar a sua construção. Um dos alunos que 
recorreu ao Applet para construir a árvore de probabilidade acabou por abandonar esse processo 
de resolução. Quando questionado sobre as razões que o levou a optar por outro processo de 
resolução, referiu: “comecei por utilizar o Applet sem ler as questões pedidas, mas, assim que as 
li, vi que era mais fácil de resolver sem recorrer à árvore de probabilidades”. 
O diagrama de árvore que se obtém quando é utilizado o referido Applet consta da figura 
17. 
 
 
 
Figura 17 - Diagrama de árvore apresentado na resolução da questão 1 pelo aluno A15 
 
Constatou-se, ainda, que três dos alunos que utilizaram o Applet confundiram e trocaram 
os acontecimentos representados, na linguagem do Applet, por Pass Test 2 e Fail Test 2, ou seja, 
os acontecimentos “ter menos de 55 anos” e “ter mais de 55 anos”, respectivamente, conforme 
consta da figura 18.   
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Figura 18 - Diagrama de árvore apresentado na resolução da questão 1 pelo aluno A5 
 
Esta dificuldade de relacionarem a linguagem do Applet com a específica do problema 
levou esses alunos a não responderem correctamente às questões pedidas, nomeadamente nas 
alíneas b), c) e d). Na figura 19 apresenta-se um exemplo dessa situação. 
 
 
Figura 19 - Resolução das alíneas b), c) e d) da questão 1 pelo aluno A5 
 
Quando confrontados os alunos que utilizaram o Applet para resolver a questão sobre a 
razão de ter optado por esta via de resolução, a sua resposta foi essencialmente “já que era 
permitido, utilizei”. Quando confrontados sobre a capacidade de resolverem a questão sem 
recorrerem ao Applet, a maioria disse: “sim era capaz”. Os alunos que trocaram os 
acontecimentos na transcrição da árvore de probabilidade acrescentaram: “ talvez já não tivesse 
errado”. 
No tocante a respostas dadas pelos alunos, que não recorreram ao Applet estudado para 
resolverem a questão, o procedimento mais utilizado, nas questões referentes à probabilidade 
condicionada, foi o recurso à restrição do espaço amostral, conforme se pode verificar na figura 
20. 
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Figura 20  – Resolução da questão 1 pelo aluno A2 
 
Para além do aluno A2, este tipo de procedimento foi utilizado por mais seis alunos. 
Relativamente à razão da escolha deste processo, três referiram, na entrevista, que “é um 
processo mais fácil, pois sabemos que já estamos restritos a um grupo e desses escolhemos só 
aqueles que pretendemos”. Acrescentaram que “foi a partir da visualização do” primeiro “Applet” 
trabalhado “que percebi este processo para o caso de termos os dados nesta forma” (frequências 
absolutas). 
Na tabela 11 consta a frequência absoluta das respostas correctas dadas pelos 15 alunos 
às diferentes alíneas, considerando como resposta correcta a que obtenha o mesmo resultado 
que o da resolução apresentada no anexo IV.  
 
Tabela 11 - Respostas correctas, em frequências absolutas, dos alunos à questão 1 
Alínea a) b) c) d) 
Número de alunos 13 6 11 9 
  
 
Por observação da tabela conclui-se que são as alíneas b) e d) que verificam menor 
sucesso, sendo que as dificuldades apresentadas pelos alunos vão desde um simples erro de 
cálculo a outras já expressas pela literatura, conforme se pode constatar na tabela 12.  
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Tabela 12 - Dificuldades, em frequências absolutas, dos alunos à questão 1 
 a) b) c) d) 
Não identificarem a probabilidade pedida 1   1 
Dificuldades na interpretação da linguagem do Applet.  1 3 3 
Erro de cálculo 1 2  1 
Confundirem a probabilidade conjunta com a condicionada.  6   
Troca entre os acontecimentos envolvidos na probabilidade 
condicionada 
  1 1 
 
 A alínea 1a) solicitava o calcular uma probabilidade simples, mais propriamente a 
probabilidade de uma pessoa ter ataque cardíaco. Dois alunos erraram esta alínea, um deles 
cometeu um erro de cálculo na divisão e o outro não identificou a probabilidade pedida.  
 Na alínea 1b), pedia-se o cálculo da probabilidade conjunta, tendo-se verificado que 
apenas seis alunos responderam correctamente.  
Na figura 21 apresenta-se um exemplo de uma dessas respostas correctas, dada por um 
aluno que utilizou a linguagem verbal. 
 
 
Figura 21 - Resolução das alíneas b) da questão 1 pelo aluno A7 
 
Na mesma alínea, responderam erradamente nove em quinze alunos. O tipo de erro 
predominante e que seguidamente será explorado foi a confusão entre a probabilidade conjunta 
e a condicionada.  
Na situação que a seguir se apresenta, figura 22, verifica-se um erro de formalismo, falta 
do P antes        e de   , para além do relacionado com o conceito de probabilidade 
condicionada.   
 
 
 
 
Figura 22 - Resolução das alíneas b) da questão 1 pelo aluno A12 
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O aluno em causa foi questionado no sentido de especificar a sua resolução 
 
Professora: Consideras bem aplicada a definição de probabilidade condicionada? 
Aluno: [Pausa] Não, devia ser a dividir por p(A). 
Professora: A que é que respondeste na alínea b)? 
Aluno: A probabilidade de ter mais de 55 anos dado que sofreu um ataque 
cardíaco. 
Professora: Lê o enunciado. 
Aluno: Qual a probabilidade de que tenha mais de 55anos e tenha sofrido um 
ataque cardíaco. 
Professora: Disseste “e tenha”. 
Aluno: Sim, e tenha sofrido um ataque cardíaco. 
Professora: e tenha. 
Aluno: [Pausa] Pois aqui o e estava a referir-se à intersecção. 
Professora: Então, como devia ficar? 
Aluno: Era directa, se tínhamos a intersecção tínhamos logo o cálculo.   
Professora: Como era o cálculo? 
Aluno: 75 a dividir por 780.  
Professora: O que aconteceu? 
Aluno: Não interpretei o e, e levou-me a pensar que era a condicionada, mas não 
era. Quando nos dá o e refere-se à intersecção. 
Professora: O que é que achas que está por detrás dessa confusão? 
Aluno: A falta de atenção e o ler com rapidez. Estes exercícios obrigam a estar 
mais atentos. 
 
 Desta forma, constata-se que o aluno conseguiu identificar e calcular a probabilidade 
pedida e reconhece que o seu erro se deveu a falta de atenção. 
Outro tipo de erro relacionado com o conceito de probabilidade conjunta pode ser 
exemplificado na figura 23. Neste caso, o aluno apresentou a linguagem simbologia adequada à 
probabilidade pedida, no entanto não foi capaz de aplicar a definição relacionada com essa 
probabilidade, calculando-a como se tratasse de uma probabilidade condicionada. 
 
 
Figura 23 - Resolução da alínea b) da questão 1 pelo aluno A8 
 
De modo a perceber mais detalhadamente o que o levou a cometer este erro, foi 
questionado na entrevista: 
 
Professora: Consideras correcta a alínea b)? 
Aluno: [Pausa] 
Professora: Neste momento, se te mandar calcular a alínea b), como fazias?  
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Aluno: [Pausa, o aluno revê a questão] É 75 a dividir por 708. 
Professora: O que fizeste? 
Aluno: Fiz os 75 a dividir por 350, que é o total dos que têm mais de 55 anos. 
Professora: A que respondeste? 
Aluno: A uma probabilidade condicionada. 
Professora: Porque é que enunciaste a probabilidade da intersecção?  
Aluna: Tinha o e a professora disse que o e corresponde à intersecção. 
Professora: Se identificaste que é uma probabilidade conjunta, o que te levou a 
calcular como probabilidade condicionada? 
Aluno: [Pausa] Neste caso devia ter sido por distracção.  
Professora: Todos os conteúdos exigem concentração. 
Aluno: Mas, este mais que os outros. Não podemos mecanizar. Temos que ler 
sempre com muita atenção. 
 
 Na entrevista, o aluno consegue identificar a probabilidade pedida e calculá-la. Foi capaz 
de reconhecer que errou e a confusão que efectuou. Realça que a maior parte das dificuldades se 
prendem com a interpretação dos enunciados e que não é possível mecanizar, como é apanágio 
da maioria dos alunos que frequentam esta disciplina. 
 No que respeita às alíneas 1c) e 1d) pedia-se o cálculo de uma probabilidade 
condicionada. A alínea 1c) diz respeito à probabilidade de ter mais de 55 anos sabendo que a 
pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco e a 1b) à probabilidade de ter menos de 55 anos 
sabendo que a pessoa não sofreu de ataque cardíaco. Como podemos verificar na tabela 12, a 
troca entre os acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada foi apresentada por um 
aluno na alínea 1c). O mesmo aluno volta a cometer esse erro na alínea 1d). Na figura 24 
apresenta-se a resposta dada por esse aluno.  
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Figura 24 - Resolução das alíneas 1c) e 1d) da questão 1 pelo aluno A14 
 
Na entrevista, o aluno foi confrontado sobre as causas que o levam a cometer esse erro:  
Professora: Consideras que as alíneas 1c) e 1d) estão correctas? 
Aluno: Sim. 
Professora: O que é pedido na alínea 4c)? 
Aluno: Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual é a 
probabilidade de ter mais de 55 anos  
Professora: Utilizando a simbologia que apresentaste, como se representa? 
Aluno: [Pausa] Está trocado? Nunca sei o que se põe antes e o que se põe depois 
de /. 
Professora: No geral, sabes o que fica antes de / e o que fica depois? 
Aluno: Depois é sempre o que sabemos. 
Professora: O que se sabe neste caso? 
Aluno: Ah! Já estou a ver. Primeiro devia vir o    e depois o C. 
Professora: O que te levou a essa conclusão? 
Aluno: O sabendo. 
Professora: Então, porque não respondeste correctamente?  
Aluno: Não sei. Provavelmente, não reparei. 
 
Desta entrevista depreende-se que, depois de ser efectuado o apelo à condição que indicia 
onde deve ser colocado o acontecimento condicionado e o condicionante, o aluno é capaz de 
escrever correctamente a probabilidade pedida, através da linguagem simbólica.  
Ainda referente a esta questão, verificou-se que os alunos apresentaram outro tipo de 
dificuldades diferentes das mencionadas anteriormente e relacionadas com questões de 
linguagem. Os exemplos a seguir apresentados correspondem a alunos que evitaram a utilização 
da linguagem simbólica, no entanto utilizam a linguagem verbal com imperfeições.   
No primeiro exemplo, pode-se verificar que o aluno utiliza a linguagem verbal para designar 
os acontecimentos, fazendo de forma incorrecta nas alíneas 1c) e 1d). Na alínea 1c) utiliza a letra 
e e na 1d) uma vírgula em vez do sabendo que ou dado que. Esta situação encontra-se 
exemplificada na figura 25. 
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Figura 25 - Resolução da questão 1 pelo aluno A7 
 
Outro aluno, perante a dificuldade em expressar a terminologia própria da ligação entre 
acontecimentos, optou por utilizar a palavra com de forma a resolver todas as situações. Esta 
situação expressa-se na figura 26. 
 
Figura 26 - Resolução da questão 1 pelo aluno A11 
 
Note-se que na alínea 1d) o aluno respondeu à probabilidade de ter mais de 55 anos dado 
que não sofreu ataque cardíaco, pelo que esta resposta foi considerada como não tendo 
identificado a probabilidade pedida. 
 
     5.2.2 Questão 4 
Professora:  
 
 
 
 
 
4. Uma fábrica produz diariamente 5000 latas para acondicionar um determinado produto. A 
máquina M1 produz 3000 latas e dessas três em cada sessenta são defeituosas. A máquina 
M2 produz as restantes 2000 latas e dessas duas em cada duzentos são defeituosas. 
Selecciona-se, aleatoriamente, uma lata produzida na fábrica. 
4.1  Qual é a probabilidade de esta ser defeituosa? 
4.2  Sabendo que é defeituosa, qual é a probabilidade de ter sido produzida pela máquina 
M1? 
4.3 Sabendo que não é defeituosa, qual é a probabilidade de ter sido produzida pela 
máquina M2? 
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Esta questão diz respeito a um problema da vida real em que os dados são apresentados 
na forma de frequências absolutas e de proporções, sendo constituída por três alíneas. Na 
primeira, pretendia-se o valor da probabilidade total e na segunda e terceira alíneas o cálculo de 
uma probabilidade condicionada que também poderia ser resolvida com a aplicação do teorema 
de Bayes. Na terceira alínea, caso não se recorra ao teorema de Bayes, era necessário determinar 
a probabilidade do contrário do acontecimento cuja probabilidade era pedida na primeira alínea. 
Apurou-se que um dos alunos não respondeu a esta questão. A justificação apontada por 
este aluno foi de falta de tempo devido a ter dificuldades em responder à questão anterior.   
Na resolução desta questão, os alunos podiam utilizar a construção do diagrama em 
árvore, do diagrama em árvore e a árvore inversa e da tabela de dupla entrada como 
procedimento. Na tabela 13 encontra-se a distribuição do número de alunos por cada um destes 
procedimentos. 
 
Tabela 13 – Tipo de procedimento utilizado pelos alunos na resolução da questão 4.  
Procedimento Número de alunos 
Construção da árvore simples 8 
Construção da árvore e a árvore inversa 2 
Construção da tabela de dupla entrada 4 
  
Apurou-se, ainda, que metade dos alunos que utilizaram como procedimento a 
construção da árvore simples cometera erros de cálculo, que condicionaram a obtenção de 
resposta correcta em algumas das alíneas.  
Seguidamente apresenta-se um exemplo de resposta correcta, dada pelos alunos, para 
cada um dos procedimentos anteriormente referidos.  
 Na figura 27 encontra-se um diagrama de árvore representativo da informação dada na 
questão 4, apresentado pelo aluno A9. 
 
Figura 27 - Diagrama de árvore apresentado na resolução da questão 4 pelo aluno A9 
- 69 - 
 
A figura 28 apresenta uma resposta dada por um dos alunos que optou pela construção 
da tabela de dupla entrada para representar a informação dada na questão 4. 
 
     
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 28 – Tabela de dupla entrada apresentado na resolução da questão 4 pelo aluno A4 
 
 Três dos quatro alunos que recorreram à construção da tabela de dupla entrada em 
frequências absolutas utilizaram a restrição do espaço amostral para responder às questões de 
probabilidade condicionada. Esta situação pode ser ilustrada pela figura 29. 
 
 
Figura 29 - Resolução das alíneas 4.1 e 4.2 da questão 4 pelo aluno A7 
 
Um exemplo referente à utilização da árvore de probabilidades e da árvore de 
probabilidades inversa  consta da figura 30. 
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Figura 30 - Diagrama de árvore e árvore inversa apresentado na resolução da questão 4 pelo 
aluno A2 
  
 Assim, pode-se concluir que os alunos utilizaram diversos procedimentos para 
representar a informação dada na questão 4, sendo predominante a construção da árvore de 
probabilidades (quer simples quer simples e inversa) apresentada por 10 dos 14 alunos. 
No que concerne ao número de respostas correctas dadas pelos alunos às diferentes 
alíneas da questão 4 e considerando como resposta correcta a que obtenha o mesmo resultado 
que o da resolução apresentada no anexo IV, consta da tabela 14. 
 
 
Tabela 14 - Número de respostas correctas dos alunos à questão 4 
Alínea 4.1 4.2 4.3 
Número de alunos 11 10 9 
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Na tabela 15 mencionam-se as causas que levaram à classificação de resposta errada na 
questão 4 e o respectivo número de alunos. 
 
 
 
Tabela 15 – Erros cometidos pelos alunos na questão 4 
 4.1 4.2 4.3 
Confusão entre a probabilidade condicionada e a conjunta.  2 2  
Erro de cálculo 1   
Erro de cálculo na construção da árvore de probabilidades 2 1 2 
Erro devido à utilização do valor errado da alínea 4.1    1 1 
 
Na alínea 4.1) pretendia-se que os alunos calculassem o valor de uma probabilidade total.  
Da análise das resoluções desta questão verifica-se que todos os alunos identificaram a 
probabilidade pedida, sendo que um cometeu um erro de cálculo que condicionou a obtenção de 
resposta correcta, quer nesta questão quer nas seguintes. Além disso, mais dois alunos tiveram a 
sua resposta considerada não correcta devido a erro de cálculo na construção do diagrama de 
árvore.   
As alíneas 4.2) e 4.3) envolvem o cálculo de uma probabilidade condicionada, que pode 
ser determinado pela definição, pelo Teorema de Bayes ou através da árvore inversa. Utilizaram o 
primeiro processo onze dos catorze alunos. Dos restantes três alunos, um retirou correctamente o 
valor da árvore inversa e dois retiraram, de forma errada, o valor da árvore de probabilidades, 
pois confundiram a probabilidade condicionada com a probabilidade conjunta. Constatou-se, 
ainda, que nenhum aluno utilizou o teorema de Bayes para resolver estas alíneas. 
Para além dos erros já referidos e do respectivo número de alunos, dois alunos tiveram a 
alínea 4.2) considerada incorrecta. Um deles devido a erro de cálculo na construção da árvore de 
probabilidades e o outro à utilização do resultado incorrecto obtido na alínea anterior.  
Relativamente à alínea 4.3), em comparação com a alínea anterior, verificou-se que mais 
um aluno obteve a sua resposta considerada incorrecta devido a um erro de cálculo na 
construção do diagrama de árvore. Desta forma, pode-se concluir que o obstáculo predominante 
na resolução da questão 4 está relacionado com erros de cálculo. 
 Quanto à outra dificuldade apresentada pelos alunos, será seguidamente explorada mais 
detalhadamente. Para tal, considere-se a figura 31 que reproduz a resposta apresentada por um 
dos alunos que confundiu a probabilidade condicionada com a probabilidade conjunta. Este aluno 
começou por construir a árvore de probabilidades, através de linguagem simbólica, tendo 
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efectuado um erro de cálculo na determinação do valor de P(M2D) que devia ser de 0,004, em 
vez de 0,04. Este erro de cálculo levou-o a obter o valor errado de 0,07 para a P(D), enquanto que 
o valor correcto corresponde a 0,034. Seguidamente, respondeu às questões utilizando a 
linguagem verbal e retirando do diagrama de árvore o valor das probabilidades pedidas e por ele 
consideradas correctas. No entanto, o que se constata é que os valores atribuídos às 
probabilidades condicionadas correspondem aos valores das probabilidades conjuntas dos 
acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada. 
 
 
 
 
 
Figura 31 - Resolução das alíneas 4.2) e 4.3) pelo aluno A11 
 
 Pretendendo explorar mais detalhadamente o que levou o aluno a cometer este erro, foi 
questionado na entrevista que a seguir se transcreve.  
 
Professora: Que tipo de probabilidade é pedida nestas questões? 
Aluno: Probabilidade condicionada. 
Professora: Onde se encontra essa probabilidade no diagrama de árvore? 
Aluno: [o aluno indica        ]  
Professora: O que representa        ? 
Aluno: A probabilidade de ser defeituosa sabendo que foi produzida por M1. 
Professora: o que representa o símbolo  ? 
Aluno: [Pausa] A intersecção. 
Professora: A que corresponde o valor de 0,03? 
Aluno: À probabilidade da intersecção e não da condicionada. 
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 Desta forma, o aluno demonstra conhecer todos os procedimentos necessários para a 
construção do digrama de árvore, mas, nem sempre, consegue distinguir os vários tipos de 
probabilidades que o problema envolve.  
 
 
5.2.3 Questão 5 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Nesta questão é colocado um problema da vida real em que os dados são apresentados 
na forma de percentagem, tendo como objectivo o cálculo de uma probabilidade condicionada.  
 A questão 5 foi respondida por todos os alunos. Na sua resolução podiam utilizar, como 
procedimento, o diagrama em árvore, o diagrama em árvore e a árvore inversa e tabela de dupla 
entrada. Constata-se que nenhum aluno recorreu a tabela de dupla entrada, um usou o diagrama 
em árvore e a árvore inversa e os restantes construíram o diagrama de árvore.  
Na figura 32 apresenta-se a resposta dada pelo aluno que se apoiou no diagrama de 
árvore e na árvore inversa para responder a esta questão. Na sua resposta, começa por definir os 
acontecimentos em linguagem simbólica e utiliza esse tipo de linguagem para construir a árvore 
5 No âmbito da disciplina de MACS, os alunos de uma turma da Escola Secundária 
APRENDERMAIS desenvolveram um trabalho de projecto que incluía um estudo sobre a 
intenção dos jovens da sua região, que frequentavam o ensino secundário, de 
prosseguirem os estudos, após terminarem esse nível de ensino. 
No estudo realizado pelos alunos observou-se, ainda, que as razões apresentadas pelos 
220 jovens inquiridos (dos quais 59,1% são rapariga) que mostraram desejo de prosseguir 
os estudos, após terminarem o ensino secundário, foram: 
Razão A – «A importância da obtenção da licenciatura para a concretização da sua 
vocação profissional». 
Razão B – «A valorização monetária da futura profissão». 
Razão C – «A satisfação da vontade dos pais». 
No grupo dos jovens inquiridos que revelaram intenção de prosseguir os estudos, após 
terminarem o ensino secundário, verificou-se que cada um deles apresentou apenas uma 
das razões acima enunciadas e que: 
• entre as raparigas, 70% apresentaram a razão A e 20% a razão B; 
• entre os rapazes, 40% apresentaram a razão B e 10% a razão C. 
Escolheu-se, ao acaso, um desses jovens que desejam prosseguir os estudos. 
Qual a probabilidade de esse jovem ser rapaz, sabendo que apresentou a razão A? 
Apresente o resultado na forma de dízima arredondado às centésimas. 
Caso proceda a arredondamentos nos cálculos intermédios, utilize três casas decimais. 
- 74 - 
 
de probabilidades e a árvore inversa. Já no que respeita à conclusão, utilizou uma linguagem 
verbal. 
 
 
 
 Figura 32 – Resolução da questão 5 pelo aluno A2  
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Este aluno, quando confrontado sobre a razão de optar sempre por este procedimento 
respondeu que “para mim é um processo mais fácil, pois assim tenho tudo o que necessito para 
dar a resposta”. 
Para além deste processo, o cálculo da probabilidade pedida na questão 5 pode se 
determinado pela definição da probabilidade condicionada associada à construção do diagrama 
de árvore, pela construção da árvore de probabilidades e árvore de probabilidades inversa ou 
pela aplicação teorema de Bayes. Estes três processos foram encontrados nas respostas 
produzidas pelos alunos, tendo dois alunos recorrido ao teorema de Bayes, um à árvore de 
probabilidades inversa e onze à definição de probabilidade condicionada. Um aluno apresentou 
uma resposta constituída apenas pelo diagrama de árvore, razão pela qual foi considerada de não 
correcta, conforme se pode verificar na tabela 16. Na mesma tabela encontra-se também o 
número de respostas incorrectas por cada um desses procedimentos.  
 
Tabela 16 - Número de respostas incorrectas dos alunos à questão 5 
 
Teorema de Bayes 
Árvore de 
probabilidades 
inversa 
Definição de 
probabilidade 
condicionada 
Diagrama de árvore 
Número de respostas 
erradas 
1 0 2 1 
Total de alunos 2 1 11 1 
 
Dos alunos que utilizaram a definição da probabilidade condicionada dois erraram esta 
questão devido a terem feito confusão entre a probabilidade conjunta e a probabilidade 
condicionada, como se pode exemplifica na figura 33. 
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Figura 33 – Resolução da questão 5 pelo aluno A10 
 
 Este aluno utilizou uma linguagem simbólica para representar os acontecimentos e usou o 
mesmo tipo de linguagem para construir o diagrama de árvore e representar a probabilidade 
pedida. Ao enunciar a definição de probabilidade condicionada, comete um erro de formalismo 
que corresponde à falta do P antes do acontecimento representado pela letra A. Na sua aplicação, 
considera correctamente o valor da P(A), mas não identificou o valor da P(  A) e considerou 
erradamente que este corresponde ao valor P(A|  ). 
 Quanto aos dois alunos que utilizaram o teorema de Bayes, apenas um concluiu 
correctamente a sua resposta. Na figura 34 apresenta-se a resposta dada pelo aluno que resolveu 
correctamente a questão, através do teorema de Bayes. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Figura 34 – Resolução da questão 5 pelo aluno A9 
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   O outro aluno que também utilizou o teorema de Bayes começou por construir 
correctamente o diagrama de árvore, utilizando uma linguagem simbólica, em seguida tentou 
enunciar o teorema de Bayes, no entanto não foi capaz de o fazer de forma correcta nem de o 
aplicar, como se pode observar na figura 35. 
 
 
 
Figura 35 – Resolução da questão 5 pelo aluno A8 
  
O aluno foi questionado, na entrevista, para se compreender as dificuldades 
manifestadas.  
 
Professora: O teorema de Bayes está bem aplicado?  
Aluno: [pausa]  
Professora: Enuncia a fórmula do teorema de Bayes? 
Aluno: Eu sei que é para aplicar a fórmula, mas eu faço muita confusão com ela. 
Professora: Qual é confusão? 
Aluno: Não sei. Isto troca aqui, não sei, é uma confusão, não consigo perceber. 
Professora: Para te poder explicar, diz qual é a confusão? 
Aluno: Não sei. Por mais que me expliquem não consigo perceber. Devia ter ido 
por outro processo. 
Professora: Qual processo? 
Aluno: O que trabalha com a intersecção [definição de probabilidade 
condicionada], pois dessa forma talvez não tivesse errado. 
- 78 - 
 
 
 
 O aluno reconhece que caso aplicasse, após a construção do diagrama de árvore, a 
definição da probabilidade condicionada, talvez conseguisse resolver correctamente a questão, 
dado que a fórmula do teorema de Bayes lhe é muito confusa. 
Assim, conclui-se que, de um modo geral, os alunos tentam evitar a aplicação do teorema 
de Bayes, revelando que a aplicação da definição da probabilidade condicionada é um processo 
mais fácil. Por outro lado, os alunos que recorreram ao teorema de Bayes, apenas um o utilizou 
de forma eficaz, enquanto o outro apresentado muitas dificuldades em conseguir compreendê-lo 
e, consequentemente, aplicá-lo.  
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Capítulo 6 
 
Conclusão 
 
 
Neste capítulo começa-se por apresentar uma síntese do presente estudo, bem como as 
suas principais conclusões em função das questões de investigação. De seguida, analisam-se as 
possíveis limitações do estudo e formulam-se algumas recomendações. Por fim, é apresentada 
uma reflexão pessoal. 
 
6.1 Síntese do estudo 
 
O presente estudo pretende identificar e compreender as dificuldades que os alunos de 
MACS sentem nos conteúdos relacionados com a Probabilidade Condicionada e descrevê-las, 
quando estes são ensinados com recurso a Applets. Mais especificamente: 
 Analisar Applets que sejam potencialmente úteis no ensino da probabilidade 
condicionada; 
 Identificar e descrever as dificuldades que os alunos de MACS apresentam no 
conteúdo probabilidade condicionada; 
 Analisar os procedimentos apresentados pelos alunos de MACS na resolução de 
problemas que envolvem o significado de probabilidade condicionada.  
 
Tendo por base os referidos objectivos procura-se dar resposta às seguintes questões de 
investigação: 
1) Que dificuldades sentem os alunos de MACS na resolução de problemas de 
probabilidade condicionada? 
2) Que procedimentos apresentam os alunos de MACS na resolução de problemas que 
envolvem o significado de probabilidade condicionada, com recurso a Applets? 
3) Que aplicação fazem os alunos de MACS do teorema de Bayes?  
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Considerando a importância dos recursos disponíveis na internet na aprendizagem, 
realiza-se uma experiência de ensino cujo ponto de partida consiste em incluir na planificação 
alguns Applets que proporcionassem aprendizagem quer de construção de procedimentos quer 
de conceitos. Para cada Applet foi construída uma tarefa de modo a promover a referida 
aprendizagem, desenvolvida em trabalho de pequenos grupos. No final de cada aula foi reservado 
um período de tempo para apresentação e discussão por cada grupo à turma. 
A metodologia usada é de natureza qualitativa seguindo a modalidade de estudo de caso. 
Os participantes deste estudo são alunos de uma turma do 11.º ano de escolaridade. Para a 
recolha de dados utilizaram-se os seguintes instrumentos: (i) diário de bordo, (ii) entrevistas a 
alguns dos alunos participantes no estudo e (iii) as respostas apresentadas a três questões da 
tarefa de avaliação. A utilidade destes instrumentos foi notória, pois foi a conjunção da 
informação recolhida nesses instrumentos que permitiu dar resposta às questões de investigação.  
 
6.2 Principais conclusões 
 
 
Neste ponto, organizam-se as principais conclusões do estudo em função das questões de 
investigação, estabelecendo possíveis ligações com trabalhos de outros autores. 
 
6.2.1 Questão de investigação 1  
Que dificuldades sentem os alunos de MACS na resolução de problemas de probabilidade 
condicionada? 
 
Da análise da resolução dada pelos alunos às três questões da tarefa de avaliação pode-se 
concluir que as dificuldades expressas, para além dos erros de cálculo, correspondem a ideias 
erróneas, já identificadas pela literatura, e a questões de linguagem verbal. 
Assim, no que respeita às dificuldades verificou-se: confusão entre a probabilidade 
condicionada e a probabilidade conjunta e a troca entre os acontecimentos envolvidos na 
probabilidade condicionada. À semelhança do estudo realizado por Díaz (2009) e por Fernandes e 
Fernandes (2010) a confusão entre a probabilidade condicionada e a probabilidade conjunta foi o 
erro apresentado com maior expressão, seis alunos na questão 1b), dois alunos nas alíneas 4.2 e 
4.3 e dois na questão 5. As razões apontadas pela maioria dos alunos que cometeram este tipo de 
erro prendem-se com a falta de concentração na interpretação dos enunciados. Alguns deles, 
apesar de saberem que o e corresponde à conjunção, não conseguem expressar correctamente a 
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probabilidade pedida. Além disso, verificou-se que um dos alunos que consegue construir 
correctamente o diagrama de árvore não consegue distinguir as várias probabilidades nele 
envolvidas, levando-o a cometer este tipo de erro. 
Quanto à troca entre os acontecimentos envolvidos na probabilidade condicionada, 
designada pela falácia da condicional transposta por Falk (1986), foi apresentada apenas por um 
dos alunos, na questão 1c) e na questão 1d). Falk (1986) considera que uma possível explicação 
para estes erros está relacionada com a linguagem corrente utilizada nos enunciados das 
questões, não sendo suficientemente precisa em contraste com a linguagem simbólica. Neste 
sentido, o presente estudo corrobora a afirmação enunciada por Falk, pois consideramos que os 
alunos ao afirmarem que é necessário efectuar a leitura dos enunciados com extrema atenção se 
referem a que têm de se abstrair da linguagem corrente para se concentrarem na especificidade 
própria da linguagem probabilística. 
As questões de linguagem estão ainda relacionadas com a outra dificuldade encontrada nas 
resoluções da questão 1. Assim, no presente estudo, os alunos A7 e A11 evitaram o uso de uma 
linguagem simbólica e recorreram, de forma incorrecta, exclusivamente à linguagem verbal. O 
aluno A11, perante a dificuldade em distinguir o significado das palavras e e sabendo, recorre à 
utilização da palavra com para representar as duas situações. Por sua vez, o aluno A7, perante a 
mesma dificuldade, utiliza o e ou a vírgula para separar o acontecimento condicionado do 
condicionante. 
Desta forma, os resultados obtidos neste estudo confirmam o que é referido pela literatura 
sobre o conceito de probabilidade condicionada, que este é um conceito difícil para os alunos. 
 
6.2.2 Questão de investigação 2  
Que procedimentos apresentam os alunos de MACS na resolução de problemas que 
envolvem o significado de probabilidade condicionada, com recurso a Applets? 
Na questão 1, nove dos quinze alunos utilizaram o diagrama de árvore como procedimento, 
sendo que sete fizeram-no recorrendo ao segundo Applet trabalhado. Este tipo de procedimento 
também foi o mais utilizado na resolução da questão 4, apresentado por oito dos quinze alunos. 
Situação idêntica se verificou na resolução da questão 5, onde todos os alunos, com excepção de 
um, recorreram ao diagrama de árvore. Assim sendo, este procedimento mostrou-se o mais 
utilizado e o que, segundo os alunos, melhor contribuiu para o entendimento dos conteúdos 
abordados, tal como defende Contreras (2009), o diagrama de árvore é um dos recursos mais 
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úteis para visionar situações de probabilidades. Nesta mesma linha, Fischbein (1975), referido 
pelo mesmo autor, é de opinião que estes diagramas facilitam a resolução de problemas de 
probabilidade condicionada e atribuem um sentido ao processo de resolução. Além disso, para o 
mesmo investigador, o diagrama de árvore dá ao conceito de probabilidade condicionada um 
sentido intuitivo que ajuda a compreensão algébrica, além de que permite obter uma 
representação da estrutura do problema que facilita a compreensão imediata e a sua resolução. 
Esta ideia também foi expressa pela maioria dos alunos, que referiram, quer em entrevista quer 
em diálogos durante as aulas, que este procedimento era o seu preferido, pois permite 
esquematizar os dados de modo a ser mais fácil responder às questões.  
Contreras (2009) refere que, de acordo com Pesci (1994), os alunos têm dificuldades em 
construir adequadamente um diagrama de árvore que represente um determinado problema, 
sendo a causa de muitos erros. Esta situação não é comprovada pela presente investigação, 
conforme era objectivo da sequência didáctica, pois praticamente todos os alunos conseguem 
construir adequadamente um diagrama de árvore que represente um determinado problema. Os 
erros apresentados na construção do diagrama de árvore, nomeadamente na questão 4, estão 
relacionados com erros de cálculo e não são específicos dos procedimentos envolvidos na sua 
construção. Para tal, consideramos que foi fundamental a tarefa de apoio ao segundo Applet 
estudado, dado que permitiu explorar as valências deste Applet, construção de um diagrama de 
árvore através da identificação da sua estrutura e as probabilidades envolvidas. Esse Applet foi 
considerado, pelos discentes entrevistados, como o que melhor ajudou a compreender os 
conteúdos tratados, pois permitiu encontrar um novo procedimento que resume a maior parte 
das probabilidades. 
Outro procedimento encontrado, que também envolve a construção do diagrama de 
árvore e foi trabalhado durante a sequência didáctica, corresponde à utilização do diagrama de 
árvore e da árvore inversa. Foi usado por dois alunos na questão 4 e por apenas um na questão 5. 
O discente que utilizou sempre o mesmo procedimento referiu que recorre a este por ele 
apresentar toda a informação e, dessa forma, ter imediatamente disponível a resposta a todas as 
questões. Apesar deste procedimento ter tido menor expressão que o anterior, consideramos que 
foi relevante a sua inclusão na sequência didáctica e que o terceiro Applet estudado em conjunto 
com a respectiva tarefa proporcionaram aos alunos momentos de reflexão e discussão sobre as 
probabilidades envolvidas no diagrama de árvore inversa e os mecanismos necessários à sua 
construção. 
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O recurso ao procedimento construção da tabela de dupla entrada foi apenas utilizado na 
questão 4 por quatro alunos. O facto de nesta questão os dados serem apresentados em forma 
de frequências absolutas contribuiu, na nossa opinião, para que os discentes fossem encontrar, 
com facilidade, o número de latas defeituosas e não defeituosas produzidas pelas duas máquinas. 
Na posse desses dados, o procedimento que reunia as condições para representar essa 
informação era a tabela de dupla entrada, razão pela qual julgamos ter sido utilizada.  
Outro dos procedimentos utilizados pelos alunos, sempre que é conhecido o espaço de 
resultados e os dados são apresentados na forma de frequências absolutas, foi a restrição do 
espaço amostral. Este procedimento foi apresentado por oito alunos na questão 1 e por três 
alunos na questão 4. Relativamente à razão da escolha deste processo, três referiram, na 
entrevista, que era um processo mais fácil, dado que bastava escolher os que verificavam a 
condição, dentro de um grupo restrito. Além disso, esses alunos afirmaram que o primeiro Applet 
trabalhado contribuiu para a compreensão deste procedimento. Uma das potencialidades deste 
Applet é o facto de ter um simulador que evidencia os objectos envolvidos na probabilidade 
condicionada (restrição do espaço amostral), possibilitando a escolha dos objectos 
correspondentes ao acontecimento condicionado. 
 Em síntese, a análise das respostas produzidas pelos alunos às três questões da tarefa de 
avaliação certifica um grande recurso ao diagrama de árvore como um procedimento para tratar 
os dados e, sempre que é conhecido o espaço de resultados e os dados são apresentados na 
forma de frequências absolutas, a restrição do espaço amostral. Desta forma, se infere que as 
tarefas de exploração dos recursos utilizados – Applets – se mostraram cruciais para o 
desenvolvimento de competências associadas a estes procedimentos.    
 
6.2.3 Questão de investigação 3  
 
Que aplicação fazem os alunos de MACS do Teorema de Bayes? 
 
A tarefa de avaliação foi construída com a finalidade dos alunos utilizarem o teorema de 
Bayes em pelo menos duas situações, na alínea 4.3 e na questão 5. No entanto, só na questão 5 é 
que dois dos quinze alunos recorreram ao referido teorema e destes apenas um o fez de forma 
correcta.  
Esta investigação evidencia o que Díaz e la Fuente (2007) consideram, ou seja, que o 
teorema de Bayes é um objecto complexo cuja compreensão abrange uma série de conceitos e 
propriedades prévias como a probabilidade simples, composta e condicionada, restrição do 
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espaço amostral, axioma da união e regra do produto. Para tal, contribuiu a resposta apresentada 
pelo discente que tenta utilizar o teorema de Bayes, não consegue enunciar correctamente a sua 
fórmula e, consequentemente, aplicá-la à situação problemática. Ele reconhece que a resolução 
passa pela aplicação do teorema de Bayes, mas não o consegue concretizar, referindo, em 
entrevista, que a sua fórmula é muito confusa. Na mesma entrevista, este aluno refere que a 
construção do diagrama de árvore e a aplicação da definição de probabilidade condicionada era 
mais fácil. Desta forma, consolidamos a afirmação proferida por Vergnaud, 1991, citado em Gras 
e Totohasina (1995a), que este procedimento reduz possíveis obstáculos relacionados com o 
efeito de inversão das situações do caso bayesiano devido ao trabalho gráfico.  
Por outro lado, a presente investigação vem ao encontro do que Totohasina (1992) 
concluiu, de acordo com Gras e Totohasina (1995a), que o recurso à árvore de probabilidades é 
mais eficaz para a resolução de problemas de probabilidade condicionada diacrónicos, dado que 
este foi o procedimento, junto com a definição de probabilidade condicionada, optado pela 
maioria dos alunos que resolveram correctamente as questões que envolviam o teorema de 
Bayes.  
 Assim, conclui-se que os alunos fazem muito pouco uso do teorema de Bayes e resolvem 
os problemas que o envolvem através da construção da árvore de probabilidades e da definição 
de probabilidade condicionada ou através da construção da árvore de probabilidades e da sua 
inversa. 
 
 
6.3 Recomendações para futuras investigações 
 
Este estudo sugere que o professor se deve envolver directamente na gestão curricular, 
seleccionando recursos, estruturando e organizando tarefas que permitam envolver os alunos em 
actividades enriquecedoras. Sugere, também, que o uso de recursos adequados poderá contribuir 
para um melhor entendimento dos conceitos por parte dos alunos. No entanto, considera-se que 
ainda há muito trabalho a fazer no sentido de compreender as dificuldades sentidas pelos alunos 
em probabilidade condicionada e, desta forma, melhorar o processo de ensino-aprendizagem no 
domínio das Probabilidades. Assim, para futuras investigações, talvez seja interessante analisar a 
incorporação de possíveis contribuições de outros Applets, como por exemplo, o Problema Monty 
Hall. Para além deste, considera-se que também seria interessante uma investigação centrada 
apenas na resolução de problemas que envolvam o teorema de Bayes, de modo a compreender 
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as dificuldades sentidas pelos alunos. Essas investigações deviam ser realizadas com um maior 
número de alunos e incluírem os diferentes cursos curriculares existentes no ensino secundário, 
dado que têm diferentes motivações e competências. 
 
 
 
6.4 Reflexão final 
 
A presente investigação seguiu uma metodologia qualitativa que foi, na minha 
perspectiva, a adequada, apesar dos resultados não poderem ser generalizáveis. No entanto, 
reflectindo sobre o trabalho realizado, considero que esta experiência de ensino se revelou 
profícua para os alunos, para mim e para a comunidade de professores de Matemática. 
As dificuldades apresentadas, nomeadamente a confusão entre a probabilidade 
condicionada e a probabilidade conjunta e a troca entre os acontecimentos envolvidos na 
probabilidade condicionada, leva-me a concluir que alguns alunos ainda não possuem um 
conceito de probabilidade condicionada devidamente aprofundado, apontando para o nível 3 na 
compreensão do referido conceito de acordo com a categorização de Tarr e Jones (1997).  
A exploração dos Applets associada aos conteúdos programáticos proporcionou os alunos 
momentos de reflexão que me parecem ter contribuído para um desenvolvimento do conceito de 
probabilidade condicionada. Por outro lado, contribuiu para aumentar a motivação sobre o tema, 
uma vez que os alunos aderiram muito bem à realização das tarefas propostas e participaram com 
interesse nos momentos de discussão. 
Assim, a investigação realizada mostra a importância de uma cuidadosa selecção dos 
recursos e, consequentemente, da preparação das tarefas de exploração desses recursos.  
Ao reflectir sobre a minha prática, esta experiência revelou-se muito gratificante, na 
medida em que contribuiu para um aprofundamento dos meus conhecimentos sobre os Applets, 
bem como sobre as suas respectivas potencialidades no desenvolvimento do raciocínio 
matemático dos alunos.  
Uma das mais-valias dos instrumentos de recolha de informação foi o diário de bordo. No 
final de cada aula em que foram aplicadas as tarefas, tentei concluir os registos das observações 
que considerei relevantes. Contudo, dado o elevado número de alunos na turma e o facto de, por 
vezes, dentro da sala de aula, o meu papel principal ser o de professora, poderei ter deixado 
escapar observações eventualmente pertinentes. 
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 Parece-me, igualmente, relevante que na formação contínua de professores exista um 
lugar privilegiado para divulgar junto dos professores de matemática estudos como este, de 
modo a melhorar as suas práticas. 
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(Pedido de autorização ao Director da Escola e aos Encarregados de Educação) 
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Exmo. Senhor Director da 
Escola Secundária C/ 3º Ciclo de Oliveira do Hospital 
 
 
 
Eu, Isabel Margarida das Neves Veloso Guilherme, professora do Quadro de 
Nomeação Definitiva, venho solicitar autorização para a recolha de dados, que serão 
obtidos através de observação de aulas, realização de um teste e de entrevistas 
individuais, com gravação áudio, na turma G do 11º ano, no âmbito de uma investigação 
do Curso de Mestrado em Didáctica: Área de especialização – Matemática para 
Professores do 3º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro. 
Informo que esta investigação não interfere no normal funcionamento das 
actividades lectivas. Quer no processo de recolha de dados quer no relatório da 
investigação, comprometo-me a garantir o anonimato em relação à identidade dos alunos 
e da escola e ainda a solicitar autorização aos Encarregados de Educação, bem como, se 
necessário, a implementação de aulas extra para não comprometer o cumprimento do 
programa.  
Agradecendo a sua atenção ao pedido formulado, subscrevo-me com os melhores 
cumprimentos.  
 
Oliveira do Hospital, 18 de Novembro de 2010. 
Pede deferimento 
 
_____________________________________________________________ 
(Isabel Margarida das Neves Veloso Guilherme) 
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Exmº(ª) Sr(a) Encarregado(a) de Educação 
 
No âmbito do Curso de Mestrado em Didáctica: Área de especialização – 
Matemática para Professores do 3º CEB/Secundário, da Universidade de Aveiro, estou a 
desenvolver um estudo em que o foco principal é compreender e identificar as 
dificuldades que os alunos de MACS sentem no conteúdo probabilidade condicionada e 
descrevê-las, quando este conteúdo é ensinado com recurso a Applets.  
Para o efeito, necessito de observar e recolher dados sobre o trabalho dos alunos 
durante as aulas do tema “Probabilidade Condicionada” que decorrerão no 2.º período. A 
recolha de dados basear-se-á na observação as aulas, na realização de um teste e de 
entrevistas individuais. Estas decorrerão em horário extracurricular e com gravação em 
áudio, com o intuito de compreender melhor as dificuldades sentidas na resolução de 
problemas de probabilidade condicionada.  
Face ao exposto, solicito autorização para proceder à recolha de dados, junto do 
seu educando, comprometendo-me, desde já, a garantir o anonimato dos alunos e a 
confidencialidade dos dados obtidos. 
Agradecendo, desde já, a atenção dispensada, apresento os meus melhores 
cumprimentos. 
 
Oliveira do Hospital, 10 de Dezembro de 2010 
                          A professora de Matemática 
                        ____________________________________________ 
 
___________________________________________________________________ 
 
Autorizo que o meu(inha) educando(a) _______________________________________ 
nº ____ da turma G do 11º ano, a participar na recolha de dados dirigida pela professora 
Isabel Guilherme, no âmbito da sua dissertação de Mestrado. 
Data: _________________ 
 
Assinatura: ____________________________________________________________ 
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ANEXO II 
 
(Diário de Bordo) 
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Diário de Bordo 
 
Aula n.º_____  Data:____/_____/________  Tarefa n.º ______ 
Tempo previsto para a sua realização: _____________ 
Tempo gasto na sua realização: _______________ 
 
1. Antes da aula 
Expectativas da professora 
 
 
 
 
2. Durante a aula 
2.1  Introdução da tarefa 
 
 
 
 
2.2  Desenvolvimento da tarefa 
 2.2.1 Dificuldades na realização da tarefa 
Grupos 
Muitas 
dificuldades 
Bastantes 
Dificuldades 
Algumas 
Dificuldades 
Nenhumas 
dificuldades 
Motivo 
A      
B      
C      
D      
E      
F      
G      
H      
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2.2.2  Questões colocadas pelos alunos e respostas dadas pela professora 
 
 
 
2.3  Discussão geral 
 
 
 
3. Após aula  
3.1 Reconstrução de diálogos 
 
 
 
 
3.2 Reflexão 
3.21. De um modo geral, a tarefa foi bem aceite pelos alunos?       Sim ___      Não___ 
3.2.2 Grau de envolvimento dos grupos na realização da tarefa: 
Grupos 
Muito 
Bom 
Bom Razoável Nulo Comentários 
A      
B      
C      
D      
E      
F      
G      
H      
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3.2.1 Consecução dos objectivos da sessão: 
Grupos 
Completamente 
atingidos 
Bastante 
Atingidos 
Razoavelmente 
Atingidos 
Não 
Atingidos 
Comentários 
A      
B      
C      
D      
E      
F      
G      
H      
 
 
 
4. Observação 
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ANEXO III 
 
(Guião da entrevista) 
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Data da realização:  
 
Identificação 
Como te chamas? 
 
Questões orientadas 
2.1  A disciplina 
 a.  Consideras a disciplina de MACS uma disciplina difícil? 
 b. Qual o conteúdo que gostaste mais? Porquê? 
 c. Qual o conteúdo que gostaste menos? Porquê? 
 
2.2  Os Applets  
a. Gostaste de trabalhar com os Applets? Porquê? 
b.  Qual dos Applets consideras mais interessante? Porquê? 
c. Consideras que os Applets trabalhados te ajudaram a compreender melhor a matéria?  
d. Qual dos Applets mais contribuiu para isso? De que forma? 
 
 2.3  Os procedimentos  
a. Qual dos procedimentos: tabela de dupla entrada, diagrama de árvore e diagrama de 
Venn, considera ser o mais interessante para resolver problemas de probabilidade 
condicionada? 
b. Qual a estratégia que utilizas para escolher esses procedimentos? 
c. De um modo geral, tentas aplicar sempre o mesmo? Qual? Porquê? 
 
3. A resolução da tarefa de avaliação 
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ANEXO IV 
(Tarefas e sua resolução) 
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Tarefa 1 
 
O Applet cuja pagina inicial conta da figura ? pode ser encontrado no seguinte endereço 
electrónico  http://onlinestatbook.com/chapter5/conditional_demo.html 
 
Figura 1 
 
Neste Applet, são expostos 30 objectos em forma de x e de o, com três cores diferentes 
(azul, vermelho e roxo) que se apresentam na figura 2. 
 
 
 
Figura 2 
 
Formulada as seguintes questões de probabilidade condicionada: 
1. Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser x 
dado que é vermelho? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
2. Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser 
vermelho dado que é x? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
3. Um dos seguintes 30 itens é escolhido aleatoriamente. Qual é a probabilidade de ser 
vermelho dado que é o? Apresente a sua resposta na forma decimal. 
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Para cada questão é necessário introduzir o valor correspondente à probabilidade pedida, 
na forma decimal. Seguidamente, o Applet retribui uma mensagem sobre a veracidade do valor 
introduzido.  
 
1. Apresente a resposta para cada uma das questões: 
1ª questão ___________________ 
2ª questão____________________ 
3.ª questão ___________________ 
2. Carregando na tecla que diz “show simulatin” e efectue várias simulações de forma a 
perceber como é calculada a probabilidade condicionada.   
Com base nessas simulações: 
2.1 Descreva o processo de cálculo de uma probabilidade condicionada, P(A|B). 
2.2 Escreva um processo para o cálculo de uma probabilidade condicionada, P(A|B). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
- 104 - 
 
Tarefa 2 
Um Applet que apresenta em conjunto do diagrama de 
árvore e da tabela de dupla entrada pode ser encontrada no 
enderço da internet 
http://www.stat.tamu.edu/~west/applets/tree.html e cuja página 
inicial corresponde à figura ao lado . 
Neste Applet é possível trabalhar em conjunto com a tabela 
de dupla entrada e com o diagrama de árvore que lhe 
correspondente. 
 
Recorra ao Applet apresentado para resolver o seguinte problema:  
 
Uma companhia aérea vai comemorar o seu 1000º voo sorteando uma cigarreira de prata entre 
os passageiros assim caracterizados: 
 
 
 
  
 
1. Indique, no contexto do problema, o que representa:  pass Test 1, Pass Test 2, Fail Test 1 
e  Fail Test 2.  
2. Introduza a os valores da tabela dada no Applet apresentado. Seguidamente carregue em 
“Compute” e complete a árvore de probabilidades. 
 
 
3. Explicite, no contexto do problema, o que significa cada uma das probabilidades 
apresentadas no diagrama de árvore. 
 
4. Partindo do diagrama de árvore explique como se obtêm os valores apresentados na 
parte final do diagrama. 
 
5. Partindo do diagrama de árvore explique um processo para o cálculo da probabilidade da 
cigarreira sair a uma rapariga. 
 
 
 
 Rapazes Raparigas 
Fumador 18 12 
Não fumador 45 25 
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Uma possível resolução da tarefa 2: 
 
1. No contexto do problema:  pass text 1 representa ser fumador, pass teste2 representa ser 
rapaz, fail test1 representa ser não fumador e fail test 2 representa ser rapariga. 
 
1.  
 
 
 
 
 
2.  
0,3 corresponde à probabilidade de ser fumador  
0, 7 corresponde à probabilidade de se não fumador 
0,6 corresponde à probabilidade de ser rapaz sabendo que é fumador 
0,4 corresponde à probabilidade de ser rapariga sabendo que é fumadora 
0,6429 corresponde à probabilidade de ser rapaz sabendo que é não fumador 
0,3571 corresponde à probabilidade de ser rapariga sabendo que é não fumadora 
0,18 corresponde à probabilidade de ser rapaz e fumador 
0,12 corresponde à probabilidade de ser rapariga e fumadora 
0,45 corresponde à probabilidade de ser rapaz e não fumador 
0,25 corresponde à probabilidade de ser rapariga e não fumadora 
A  probabilidade de ser rapaz e fumador é dada por : 
 
3.  
    de ser rapaz sabendo que é fumador      de ser fumador            0,18 
A probabilidade de ser rapariga e fumadora é dada por: 
    de ser rapariga sabendo que é fumador      de ser fumador                 
A probabilidade de ser rapaz e não fumador é dada por:  
    de ser rapaz sabendo que é não fumador       de ser não fumador               
0,45 
A probabilidade de ser rapariga e não fumadora é dada por: 
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    de ser rapariga sabendo que é não fumador       de ser não fumador          
      0,25 
 
4. A probabilidade de sair a uma rapariga é de 0,37 que corresponde a 0,12 + 0,25, ou seja, à 
probabilidade de sair a uma rapariga e fumadora mais a probabilidade de sair a uma rapariga e 
não fumadora. 
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Tarefa 3 
1.   Um aluno costuma ir a pé para a escola, mas, às vezes, vai carro com os pais: 
• 20% das vezes vai a pé; 
• se for a pé, a probabilidade de chegar atrasado é de 60%. 
 se for de carro, a probabilidade de chegar atrasado é 20%. 
Considere os acontecimentos:  A: ”ir a pé”,  B: ”ir de carro”  e C: “chegar atrasado”. 
1.1 Construa a árvore de probabilidades. 
1.2 Determine a probabilidade de o aluno: 
1.2.1 chegar atrasado; 
1.2.2 não chegar atrasado; 
 
O Applet cuja página principal corresponde à figura, a baixo, encontra-se no seguinte 
endereço electrónico http://www.dim.uchile.cl/~mkiwi/ma34a/libro/chapter4/Tree/Tree.html. 
Neste é possível ver um diagrama de árvore com dois ramos, sendo cada um constituído por mais 
dois ramos e o diagrama da árvore inversa com as respectivas probabilidades condicionadas 
inversa. 
 
 
1.3 Recorra a esse recurso e construa a árvore de probabilidades inversa à representada em 1.1. 
Para tal, Introduza a os valores pedidos pelo Applet e seguidamente carregue em “Go”. 
1.4 Indique a que acontecimentos correspondem os valores das probabilidades apresentadas na 
nova árvore.  
Nota: Os valores da probabilidade condicionada da árvore inversa estão arredondados por 
defeito a duas casas decimais.  
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1.5 Explicite um processo para o cálculo das probabilidades condicionadas dadas na árvore 
inversa em função da probabilidade conjunta. 
1.6 Explicite um processo para o cálculo das probabilidades condicionadas dada na árvore inversa 
em função da probabilidade condicionada apresentada no diagrama de árvore construído em 
1.1. 
 
Uma possível resolução da tarefa 3 
Considerando: A: “ ir a pé”;    : “ não ir a pé”;   C: “chegar atrasado”;    : “ não chegar atrasado”.  
1.1  
 
 
1.2 
1.2.1  P(“chegar atrasado”)= P(C) = 0,12 + 0,16 =0,28 
1.2.2  P(“não chegar atrasado”) =P(  ) = 0,08 + 0,64 = 0,72 
 
1.3   
 
 
 
 
 
1.4  
0,28 corresponde à probabilidade de chegar atrasado; 
0,72 corresponde à probabilidade de não chegar atrasado; 
0,42  corresponde à probabilidade de ir a pé dado que chegou atrasado;  
0,16 corresponde à probabilidade de ir de carro dado que chegou atrasado; 
0,11 corresponde à probabilidade de ir a pé dado que não chegou atrasado; 
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0,88 corresponde à probabilidade de ir de carro dado que não chegou atrasado; 
0,12 corresponde à probabilidade de ir a pé e chegar atrasado; 
0,16 corresponde à probabilidade de ir de carro e chegar atrasado; 
0,08 corresponde à probabilidade de ir a pé e não chegar atrasado; 
0,64 corresponde à probabilidade de ir de carro e não chegar atrasado. 
 
1.5  
        
      
    
 
      
             
;   
         
       
     
 
       
               
;   
            
      
    
 
      
             
;  
         
       
     
 
       
               
.  
 
1.6 
       
           
                       
;  
        
            
                         
;   
       
           
                       
; 
                
            
                         
. 
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Tarefa de avaliação 
 
 
1. Realizou-se uma entrevista a um grupo de homens de uma determinada população, e 
obtiveram-se os seguintes resultados: 
 
 
 
 
 
Apresente os resultados arredondados as milésimas. 
Se escolhermos ao acaso uma destas pessoas: 
a) Qual a probabilidade que tenha sofrido um ataque cardíaco? 
b) Qual a probabilidade que tenha mais de 55 anos e tenha sofrido um ataque cardíaco? 
c) Sabendo que a pessoa escolhida sofreu um ataque cardíaco, qual a probabilidade que tenha 
mais de 55 anos? 
d) Sabendo que a pessoa escolhida não sofreu de ataque cardíaco, qual a probabilidade de tem 
menos de 55 anos? 
 
2. Numa determinada cidade 40% dos seus habitantes são mulheres. Metade dos homens e um 
terço das mulheres fumam.  
 Foi escolhido ao acaso um fumador. Qual é mais provável que seja homem ou que seja 
mulher? Justifique. 
 
3. Num saco há três bolas brancas e quatro bolas pretas. As bolas são todas iguais excepto na cor. 
Sem ver, tiram-se sucessivamente duas bolas do saco. Supondo que a primeira bola extraída 
não é colocada de novo no saco antes de se extrair a segunda, determine a probabilidade de: 
3.1 a segundo bola ser branca, sabendo que a primeira bola extraída é branca. 
3.2 a primeira ser banca, sabendo que a segunda bola extraída é branca. 
 
 
 Tem menos de 55 anos Tem mais de 55 anos Total 
Sofreu um ataque 
Cardíaco 
29 75 104 
Não sofreu ataque 
Cardíaco 
401 275 676 
Total   430 350 780 
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4. Uma fábrica produz diariamente 5000 latas para acondicionar um determinado produto. A 
máquina M1 produz 3000 latas e dessas três em cada sessenta são defeituosas. A máquina M2 
produz as restantes 2000 latas e dessas duas em cada duzentos são defeituosas. Selecciona-se, 
aleatoriamente, uma lata produzida na fábrica. 
4.1  Qual é a probabilidade de esta ser defeituosa? 
4.2  Sabendo que é defeituosa, qual é a probabilidade de ter sido produzida pela máquina 
M1? 
4.3 Sabendo que não é defeituosa, qual é a probabilidade de ter sido produzida pela 
máquina M2? 
 
5 No âmbito da disciplina de MACS, os alunos de uma turma da Escola Secundária 
APRENDERMAIS desenvolveram um trabalho de projecto que incluía um estudo sobre a 
intenção dos jovens da sua região, que frequentavam o ensino secundário, de prosseguirem 
os estudos, após terminarem esse nível de ensino. 
No estudo realizado pelos alunos observou-se, ainda, que as razões apresentadas pelos 220 
jovens inquiridos (dos quais 59,1% são rapariga) que mostraram desejo de prosseguir os 
estudos, após terminarem o ensino secundário, foram: 
Razão A – «A importância da obtenção da licenciatura para a concretização da sua 
vocação profissional». 
Razão B – «A valorização monetária da futura profissão». 
Razão C – «A satisfação da vontade dos pais». 
No grupo dos jovens inquiridos que revelaram intenção de prosseguir os estudos, após 
terminarem o ensino secundário, verificou-se que cada um deles apresentou apenas uma das 
razões acima enunciadas e que: 
• entre as raparigas, 70% apresentaram a razão A e 20% a razão B; 
• entre os rapazes, 40% apresentaram a razão B e 10% a razão C. 
Escolheu-se, ao acaso, um desses jovens que desejam prosseguir os estudos. 
Qual a probabilidade de esse jovem ser rapaz, sabendo que apresentou a razão A? 
Apresente o resultado na forma de dízima arredondado às centésimas. 
Caso proceda a arredondamentos nos cálculos intermédios, utilize três casas decimais. 
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Uma possível resolução da tarefa de avaliação: 
 
Nesta resolução é utilizando dois dos Applets trabalhados nas aulas. 
1. Construindo o dia de árvore para a tabela, usando o Applet, vamos obter a árvore de 
probabilidades representada na figura???: 
 
 
 
Considerando: 
 A: “ tem mais de 55anos”;                  : “tem menos de 55 anos”; 
C: “sofreu um ataque cardíaco”;         : “ não sofreu um ataque cardíaco”. 
 
1a)  P(“ ter sofrido ataque cardíaco”)=P(C) =
   
   
     3 
 1b)  P(“ ter mais de 55 anos e  sofrido ataque cardíaco”)=       
  
   
       
1.c) P(“ ter mais de 55 anos sabendo que sofreu ataque cardíaco”) =       
  
   
       
1d) P(“ ter menos de 55 anos dado que não sofrido ataque cardíaco”) =              
   
   
       
 
2.  Construindo a árvore e a árvore inversa temos através do Applet, vamos obter a figura???: 
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P(“ser fumador sabendo que é do sexo masculino”) = 0,697 
P(“ser fumador sabendo que é do sexo feminino”) = 0,3 
Logo é mais provável encontrar um homem. 
 
3.   Considerando os acontecimentos:     B1: “a primeira bola ser branca”  e  B2: “a segunda bola ser 
branca” 
 3.1  P(B2| B1) = 
 
 
 
 
 
 
 3.2  P (B1|B2) 
             
                                   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
  
 
4.  Considerando os acontecimentos: D:”lata defeituosa”, M1:”produzida pela máquina M1” e M2: 
”produzida pela máquina M2” 
 Construindo o diagrama de árvore representativo da informação dada, temos: 
 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
4.1                                               
 
4.2          
       
    
 
        
     
                 
 
4.3          
       
    
 
        
       
                  
 
 
5.   Considerando os acontecimentos: M:”sexo masculino”, F: “sexo feminino”, A:” apresentar a 
razão A”, B: ” apresentar a razão B”  e   C: ” apresentar a razão C” 
M2 
   
   
D 
0,01 
M1 
D 
0,05 
0,95 
0,99 
0,6 
0,4 
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De modo a sintetizar a informação podemos construir a seguinte árvore de probabilidades: 
 
 
 
 
  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
Utilizando, o Teorema de Bayes: 
 
c.d.)2(0,33
0,619
0,205
0,7
220
130
0,5
220
90
0,5
220
90
P(F)F)|P(AP(M)M)|P(A
p(M)M)|P(A
P(M/A) 





  
M 
F 
C 
A 
B 
B 
A 
C 
220
130
 
220
90
 
0,5 
0,2 
0,1 
0,7 
0,2 
0,1 
